lvisca cuin De APOYO Y PREPARACION Asignatura : calculo diferencial

TAWER 7

Pasos para la resolucion de problemas aplicados de optimizacion

1.

Leer el problema. lea el problema hasta que lo entienda. jQué datos se dan?
i Cudl es la cantidad desconocida que hay que optimizar?

Hacer un dibujo: 1dentifique con una etiqueta cualquier parte que pueda ser
importante para el problema.

Introducir variables; haga una lista de las relaciones que encuentre en el di-
bujo v en el problema como una ecuacion o una expresion algebraica, e iden-
tifique la variable desconocida.

Ezcribir una ecuacion para la cantidad desconocida: de ser posible, exprese
la incognita como funcion de una sola variable o en dos ecuaciones con dos
incognitas. Para ello puede ser necesaria una manipulacion considerable.

Examinar los puntos criticos v los extremos del dominio de la incdgnita: use
la informacidn con que cuenta acerca de la forma de la grifica de la funcidn.
Emplee la primera v segunda derivadas para identificar v clasificar los pun-
tos criticos de la funcidn.

2 Halla dos numeros que sumados den 20 y cuyo producto sea maximo.

Sean x e y los numeros buscados. El problema a resolver es el siguiente:

x+y=20
{ﬁ mAximo
Llamamos p al producto de los dos numeros. esto es. p=xy [*]
Como x+y=20= y=20—x ysustituyendo en [*] resulta:
p=x(20—x)=20x-x"
Vamos a calcular el (o los) méaximo(s) de la funcion p(x):

p'(x)=20-2x
P'(x)=0=20-2x=0=x=10
pl(x)=-2

2"(10)< 0= x =10 es un maximo
Por tanto. los numeros buscados somn:

x=10
y=20-10=10
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BE Halla dos numeros tales que el cuadrado de uno multiplicado por el otro sea
maximo. sila suma de dichos ntumneros es 40.

Sean x e y los nimeros buscados. El problema a resolver es el siguiente:
x+y=40
{vj.r mAaximo
Llamamos p =x"y.Como x+ ¥ =40 se tiene que » = 40— x y por tanto:
p=x(40—x)=40x> - X*
Vamos a maximizar la funcién p(x):
p'(x)=80x—3x"
. x=0
P'(x)=0=80x-3x" =0 x(80-3x)=0= {8033’- 0 v — 8%
p'(x)=80—6x
p"(0)=80> 0= x=0 es un minimo (no nos interesa)

P[g] =-80<0=x :S—P €s Un maximo
2 2

Los niumeros buscados son:
80
3

y=10-22_20
) 3 3

. . . 2 .
. Cuéles son las dimensiones de un campo rectangular de 3 600 m~ de superficie, para
poderlo cercar con una valla de longitud minima.

Por la férmula del area del rectangulo se tiene:
xy = 3600

3600m?> ¥V  Por otro lado. la superficie que tenemos que vallar
es 2x+ 2y

Asi, el problema a resolver es:
- xy = 3600
2x+ 2y minima

3600

Come xy =3600= y =

x

. 3600
Llamando f =2x+ 2y v sustituyendo vy = obtenemos:
x
3600  2x7? + 7200
flx)=2x+2 ==
x

Vamos a minimizar [
, 4x? —2x? —=7200 2x*—7200
frx)= -

2 2
x- x-
F(x)=0< 2x" —7200 =0 < x = +60
. 14400
rr) =12

F'(-60)< 0= x=—60 es un maximo (no nos interesa)
F£(60)> 0= x =60 es un minimo
Por tanto. las dimensiones del campo son:

x=60m
3600
y=—"=060m
60

{(es decir. se trata de un cuadrado)
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Ejemplo 10.1.1 Una caja con base cuadrada y parte superior abierta debe tener un volumen de 50 cm?.
Encuentre las dimensiones de la caja que minimicen la cantidad de material que va a ser usado.

¥ Lasiguiente figura representa la caia:

—

[
|
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|
I
|
I
I
I
I
I
I
|
I
- i

-~ X

Volumen de la caja, segtin la figura:

V=x>y&V =50 =

= 50 = x?y;esta igualdad relaciona las variables del problema.

De esta ecuacion podemos obtener y como funcion de x o viceversa, despejando la variable elegida.

El drea de la caja sin tapa:

A=x%4+4xy.

Esta es la cantidad de material que deseamos que sea minima; vemos que es una funcién de dos

variables.

Despejamos y de la restriccion dada, esto es, de la férmula del volumen:

.50

= __{2 .

Sustituimos en el drea y obtenemos una funcién de una sola variable:

2

A(x) = x2 + 4x (5—0) =x2 4+ @ = x? 4 200x~" .
x x

Derivando:
3 _
A'(x) = 2x —200x72 = 2x — 2020 = 2x 2200
X X
A'(x) =24+ 200 (i) =24 ﬂ = 0.
x3 x3
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Calculamos puntos criticos:

A(xX)=0 = 2x*—200=0 = x*=100 = x = V100 cm.

Es un minimo absoluto pues 4"”(x) > 0 para cualquier x > 0. El valor correspondiente de la otra
variable es

S0 1100 1 1,

1 1
= 2_——2:—1{)03:—'1(}[):—xcm.
1007 21003 2 2 2

v
O

Ejemplo 10.1.2 Un ranchero tiene 300 m de malla para cercar dos corrales rectangulares iguales y contiguos,
es decir, que comparten un lado de la cerca. Determinar las dimensiones de los corrales para que el drea cercadn
sea mdxima.

Tenemos que el perimetro y el drea de los corrales son, respectivamente:

P=4x 43y =300 & A=2xy.

300 — 4x

Pero como y = 3

2x(300 —4x)

Alx) = 3

8
200x — —x7.

3
Derivando y obteniendo los puntos criticos:

1 16 3-200 75
A'(x) = 200— ?x =0 < ?x =200 & x = T es el punto critico

y como

16
A'(x) = —3 < 0, entonces se trata de un maximo.

300150

75
El area méxima ocurre para x = 5 m &y= 3 = 50 m, que son las dimensiones pedidas.

O
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(Caja abierta con base cuadrada:
S=x"+4xh = 108
Figura 3.53

TECNOLOGIA  Puede verificar
la respuesta utilizando una
calculadora para representar ia
funcidin volumen

=
P = YTy —
v=17x T

Usar una vemtana de observacion en
lague D= ¢ =108 =104 ¥

0= y=<120, y la funcidn frace para
determinur el valor maximo de V.

TAWER 7

EJEMPLO i Determinacién del volumen maximo

Y ——

Un [abricanic quiere disefiar una caja abierta que tenga una base cuadrada y um drea super-
ficial de 108 pulgadas cuadradas, como se muestra en la figura 3.53. ;Qué dimensiones
producird una caja con un volumen maximo?

Solucion  Debido a que la caja tiene una base cuadrada, su volumen es

V=uxh Ecuacidn primaria

Esta ecuacidn recibe el nombre de ecuacion primaria porque proporciona una férmula
para la cantidad que se va a oplimizar. El drea de la superficie de la caja es

§ = (drea de la base) + (drea de los cuatro lados)
§=x"+ 4xh = 108,

Ecuaciin secoudunia

Como Vse va o maximizar, escribir V como una funcidn de una sola variable. Para hacerlo,
es posible resolver la ecvacién x* + 4xh = 108 para k en érminos de x y obtener
ho= (108 — x*)/(4x). Sustituyendo en la ecuacién primaria, se obticne

Funcidim da dos veriables

V= x%h

{108 = 4™
- 2] W8~ 7Y
xzt 4/

Sustituir para 4

!
=27 — = Fisncidn de una virdakle
r

Antes de determinar gué valor de x producird un valor miximo de V, se necesita determinar

el dominio admisible. Esto es, jqué valores de x tienen sentido en este problema? S¢ sabe

que, V = 0. También gue x debe ser no negativa y que el drea de la base (A = x’)es alo

sumao 108, De tal modo, ¢l dominio admisible es
0<x< JI08

Devminio sdmisible.

Para maximizar V, determinar los puntos criticos de la funcién de volumen

; 2
f:[: =127 - 3: =0 bl ta devivaudn o corm.
3 =108 Simplificur
xr=1t6 Poates criticss

De tal modo, los puntos criticos son x = +6. No se necesila considerar v = —6 porque estd
fuera del deminio. La evaluacion Ven el punto critico x = 6 y en los puntos terminales del
dominio preduce V(O =0, Vi6)=108 y V{w'ﬁj = 0. De tal modo, Ves maximo coando x
= 6y las dimensiones de la caja son 6 % 6 > 3 pulgadas.
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Regla de L'Hépital (forma mas fuerte)
g(a) = 0, que fy g son diferenciables en un intervalo

TEOREMA 7

Supongamos que f(a)
abierto [ que contiene a @, y que g'(x) # Oen/six # a. Entonces

S0 _ @

suponiendo que el limite del lado derecho existe.

Aplicacion de la forma fuerte de la regla de U'Hépital

EJEMPLO 2
. VIi+x—1-x/2 0
a m -
(a) lim .
C(2)(1 +x)2 - 12 )
= lim 35 Todavia —: diferenciar
x—0 =X 0
nnasvaments

REGLA DE L'HOPITAL

fxr10-4 li111(\/2x+10—4) (\/2A‘+10+4) o axslo-ls
V2x+10+4) = (x-3)(V2x+10+4)

li -
_1111 3 p— (x_3) (

2(x—3) = 11111#:

| 1
lim o
= (x-3)(V2x+1044) I N2x 1044 4

2 -_ "
R gy | o (x—=2)(x+2 . ox+2

lim > = lim ( )( ) = lim =2
r—2 = 2.1- x—s2 xlx— 2 r—2 x
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Vit £ 9 =3
Encuentre lim o .
-} r~
SOLUCION No podemos aplicar la Ley 5 (Limite de un Cociente) de inmediato, por-
que el limite del denominador es 0. Aqui, el dlgebra preliminar consiste en racionalizar el

numerador:
R e N9 =3 ViP+ 9+ 3 -
lim — = lim — — Racionalice el numerador
r—=0 = = = Vr2+g_3
(r*+9)—9 ¢t
= lim ——————— = lim ————
=0 W+ 9+ 3) =0 W+ 9+ 3)
. 1 1 1 1
= lim — = —_— = — = —
=0 WS e Qo 3 Wlim(s + 9) + 3 3 3 6
F—a )
) [3+!z]2—9 . (Q—ﬁh—!r“‘}—q )
lim = lim Expanda
k—0 h h—il h
_ 6h+ R o
= lim—— Simplifique
hsll
=lim{6 + k Cancele i
k sl:I{ }I o
=6 Seafi— 0
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