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COROLARID 3 Criterio de la primera derivada para funciones
mondtonas

Supongamos que fes continua en [a, b] v diferenciable en (a, b).
Si f'{x) = 0 en cada punto x & (a, b), entonces f es creciente en [a, b].

Si f'{x) == 0 en cada punto x e (a, b), entonces f ¢s creciente en [a, b].

EJEMPLO 1 Uso del criterio de la primera derivada para funciones mongtonas
Encontrar los puntos criticos de fix) = x* — 12x — 5 identificar los intervalos en los
que fes creciente ¥y en los gque es decreciente.
Solucién  La funcidén fes continua v diferenciable en todas partes. La primera derivada
Frix) = 3x% — 12 = 3(x* — 4)
= 3x + 2Mx — 2)

Y oye 13— 5 esceroenx = —2 y x = 2. Estos puntos criticos subdividen el dominio de fen los in-
i tervalos (—m0, —2), (—2,2), v (2, 0¢), en los que [ es positiva o negativa. Determina-
201 mos ¢l signo de f* evaludndola en un punto adecuado en cada subintervalo. Aplicando el
=21 | corolario 3 a cada subintervalo podemos determinar el comportamiento de £, Los resulta-
10k dos se resumen en la siguiente tabla, y en la figura 4.22 se muestra la grafica de f.
1 1 1 1 1 1 1 1 x
4 {3214 1 2 3[4
A Intervalos -0 < x= -2 -2<x<2 2<x< o0
L f' evaluada f(=3)=15 i) = -12 f'(3) =15
_anh Signo de f' + - +
(2,-21) Comportamiento
) de f creciente decreciente creciente
FIGURA 4.22 La funcién flx) = .

x% = 12¢ — 5 es monétona en tres
intervalos separados (ejemplo 1).

EJEMPLD 2 | Uso de la prueba de la primera derivada para extremos locales
Encontrar los puntos criticos de
flx) = x'3(x — 4) = 2 — 41,

Identificar los intervalos en los que f es creciente ¥ decreciente. Encontrar los valores ex-
tremos locales y absolutos de la funcion.

Solucién  La funcién fes continua para toda x por ser el producto de dos funciones conti-
nuas, x'” v (x — 4). La primera derivada

iy o 8 gy 4 g4 an
f(x}—dx(_x 4x )—3.5: 3%

_ 4 o _ Hx — 1)
=3P 1) ==

es cero en x = 1 ¥ no estd definida en x = 0. No hay puntos extremos en el dominio, de
manera que los puntos criticos x = 0y x = 1 son los Gnicos Iugares donde / podria tener
un valor extremao.

Los puntos criticos dividen el eje x en intervalos en los que f' es positiva o negativa.
El patrén de los signos de f' revela el comportamiento de fentre ¥ en los puntos criticos.
Podemos listar la informacién en una tabla como la siguiente:

Intervalos x =10 0<<x=1 x =1
Signo de F' - — +
Comportamiento

de f crecimiento  decrecimiento  crecimiento
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Prueba de la segunda derivada para concavidad
Sea v = fix) dos veces diferenciable en un intervalo /.

1. Si " = Oenl, la grafica de fen [ es concava hacia arriba.
2. Si f" = Oenl, la grifica de fen [ es concava hacia abajo.

EJEMPLO 5  Anilisis del movimiento a lo largo de una recta
Una particula se mueve a lo largo de una recta horizontal con una funcién posicidn
siN=20 - 142 +221 -5 1=0.

Encontrar la velocidad v la aceleracion de la particula, y describir su movimiento.

Solucién  La velocidad es
vin) = s'(1) = 665 — 28 + 22 = 2(r — 1)(3r — 11),
vy la aceleracion es
alt) = v'(1) = s"(¢1) = 12¢ — 28 = 4{3r - 7).

Cuando la funcidn s(f) crece, la particula se mueve a la derecha; cuando #(¢) decrece, la
particula se mueve a la izquierda,
Observe que la primera derivada (v = ") es cero cuando r = 1y = 11/3.

Intervalos 0=r=1 I <r=11/3 11/3 < ¢
Signo de v =5’ + - +
Comportamiento

des creciente decreciente creciente

Movimiento de
la particula a la derecha a la izquicrda a la derecha

La particula se mueve a la derecha en los intervalos de tiempo [0, 1) y (11/3, 02}, y se
mueve a la izquierda en (1, 11/3). Permanece estacionaria {en reposo) un momento en
t=1yt=11/3

La aceleracién a(f) = 5"(t) = 4(3t — 7) es cero cuando 1 = 7/3,

Intervalos 0=<t=<7/3 7/3 <t

Signo de a = 5" - +

Grafica de s concava hacia concava hacia
abajo arriba
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TEOREMA 5  Prueba de la segqunda derivada para extremos locales

Supongamos que f" es continua en un intervalo abierto que contiene a x = c.
1. Sif'(c) =0y f"(c) < 0, ftiene un médximo local en x = c.
Sif'ic) = 0y f*(c) = 0, ftiene un minimo localen x = ¢.

Sif'{c) = 0y f"ic) = 0, laprueba falla. La funcién fpuede tener un ma-
ximo local, un minimo local, o ninguno de ellos.

EJEMPLO 6 Uso de f'y f* para graficar f

Graficar la funcidn
flx) =x" — 4* + 10

usando los pasos siguientes.

{a) Identificar en donde se alcanzan los extremos de f.
{b) Encontrar los intervalos en los que fes creciente v en los que es decreciente.

{e) Encontrar en qué parte la grafica de fes codncava hacia arriba v en qué parte es coneca-
va hacia abajo.

{d)} Dibujar la forma general de la grifica para f.

() Trazar algunos puntos especificos, tales como los puntos mdximos v minimos locales,
los puntos de inflexion v las intersecciones con los ejes. Después, dibujar la curva.

Solucién  f es continua, ya que f'(x) = 4x° — 12x° existe. El dominio de f es
(—oo, o0), v el dominio de f' también es (—o0, 00}, Por lo tanto, los puntos criticos de f
se alcanzan solamente en los ceros de f°. Como

Fiix) = 4x = 1257 = dx¥(x - 3)

la primera derivadaes ceroenx = 0 yenx = 3.

Intervalos x=<10 D<x<3 I<x
Signo de f* — - +
Comportamiento

de f crecimiento  decrecimiento  crecimiento

{a) Usando la prueba de la primera derivada para extremos locales v la tabla anterior, ve-
mos que no existe un extremo en x = 0, ni un minimo local en x = 3.

(b) Usando la tabla anterior, vemos que f es decreciente en (—oo, 0] v [0, 3], y creciente
en [3, oo),

(e} f"(x) = 12x* — 24x = 12x(x — 2)esceroenx = Oyx = 2.
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Intervalos x=<10 0<x<2
Signo de f° + -
Comportamiento  cdncavo concavo
de f hacia arriba hacia abajo

Vemos que fes chncava hacia arriba en los intervalos (—o90, 0) y (2, oo}, v cOncava hacia

abajo en (0, 2).

{d) Resumiendo la informacidn de las dos tablas anteriores, obtenemos

<10 D=x=<212 xy<3i
decreciente decreciente decreciente
coOncavo concavo cOncavo

hacia arriba hacia abajo hacia arriba

La forma general de la curva es

] ] ]
decr : decr : decr : Crece
I I I
cime : conc : conec : cine
arriba : abajo : arriba : arriba
1 | |
i \\\ Zk 3 _/
i N\
punto punto min
infl wnfl local

y=xt—dx? + 10
ol

151
[LUTI )
Punto de g
inflexidn sl

1 1 1
-1 0 1 2 3

=5 Punto de & (2.-6)
0k inflexidn

.

—15F
13,-17)
-2
Minime
local

FIGURA 4.30 La grificade f(x} =
x* = 4x* + 10 (gjemplo 6).

Formix general.

(e) Dibuje (de ser posible) las intersecciones con los gjes, y los puntos donde p" y ¥" son
cero. Indique todos los valores extremos y los puntos de inflexién. Use la forma gene-
ral como guia para dibujar la curva. (Trace mas puntos si es necesario). La figura 4.30

muestra la grifica de 1.

Los pasos del ejemplo 6 ayudan a delinear un procedimiento para dibujar la grifica,
tomando en cuenta las caracteristicas clave de una funcion y su grafica.

2. Encontrar y' y p".

cidn en cada uno.

de la curva.

Estrategia para graficar y = f(x)

1. Identificar ¢l dominio de fy cualesquiera simetrias que pueda tener la curva.

3. Encontrar los puntos criticos de f, ¢ identificar ¢l comportamiento de la fun-

4. Encontrar en dénde crece la curva y en dénde decrece.

5. Encontrar los puntos de inflexion, si hay alguno, y determinar la concavidad

6. Identificar las asintotas.

7. Trazar los puntos clave, tales como las intersecciones con los ¢jes y los pun-

tos encontrados en los pasos 3 a 5, y dibujar la curva.
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NOTA  Un ercer caso del teorema
3.7 poudria ser que i fx) = 0 para
oo x en J, entonces fes lineal. Notar,
sin embargo, que la concavidad no se
define para una recta, En otras
palabras una recta no es ni concava
hacia armiba ni cincava hacia abajo,

¥

6
)= ——
Jix 3

+3

=0 =0
Céncava Concava
hacia arriba hucta arrika

|

Foixy=0
Cancava
| hacia abajo

A partir del signo de £ se puede
determinar la concavidad de la grafica de f
Figura 3.26
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to. De la misma manera, f(1) = 2 es un miximo absoluto, ya que la grafica nunca
cruza la asintota y = 1 en el intervalo (—oo, —1), aproximindose a ella por abajo.

Por lo tanto, no hay asintotas verticales (el rango de fes 0 = y = 2).

7. Enla figura 4.31 esta dibujada la grafica de £ Observe como la grifica es concava ha-
cia abajo al aproximarse a la asintota horizontal y = 1 cuando x — — o0, y concava
hacia arriba en su aproximacién a ¥ = 1 cuando x — o<, ]

Para aplicar el teorema 3.7, se localizan los valores de x para los cuales £7(x) = Do f*
no existe. Segundo, se usan los valores de x para determinar los intervalos de prueba, Por
tiltimo, se prueba el signo de f“(x) en cada uno de los intervalos de prucha.

EJEMPLO | Determinacién de la concavidad
e

Determinar los intervalos abiertos en los cuales la grifica de

6
43

flx)=

es concava hacia arriba o hacia abajo,

Solucion  Se empieza observando que § es continua en toda la recta real, A continuacion,
se encuentra la segunda derivada de f,

flx) = 6(x* + 3)!

Reeseribie la Tuneidn arigi.ul

fixh = (—6)(x* + .?'} 2[21"] Drerivar
- Primers derivad
= i+ I rimers derivids.
) = R — (1200062 + 2D
{x + 3)°
- (x* + 3)2 nigund corvada,

Como f(x) = Dcuando x = =1 y f* se define en toda la recta real, se debe probur £ en
los intervales (—s=, =1), {—1, 1} ¥ (1, ==}, Los resultados se muestran en la rabla y en la
figura 3.26.

Intervalo = e | —“lesx<l l<x=<co
Valor de prucha x==3 x=0 x=2

Signo de f"(x) =2) >0 £10) < 0 12) > 0
Conclusién Concava hacia arriba| Concava hacia abajo | Concava hacia arriba

La luncidn dada en el ejemplo | es continua en toda la recta real. Si hay valores de x
en los cuales la [uncidn no es continua, dichos valores deben usarse junto con los puntos en
los cuales f(x) = 0 o f(x) no existe para formar los intervalos de prusba,
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EJEMPLO 2 Determinacion de la concavidad

2
. . +1
Determinar los intervalos abieros sobre los cuales la grifica de f{x) = — . es concava
hacia arriba o hacia abuajo. =

Céncava | | Concava Solucidin - Al derivar dos veces se obtieng o siguiente
hacia amriba | & hacin arriba
fl:-x] = i; * i Fsaecir L dunidn origieal
(2 — d)(2x) — (o + 102x)
Tx) == T Dhevivar
f{l’) {x: _ 4}
=1 ) .
m Primwewa derivada,
T — 4P 10) — (— 10x)(2)(x* — 4)(2x
o = AP0 - (il

L] = -——]{"‘3";2 wrc) S deriviad:
hacia abajo - (x2 — 4}3 ek derivi,
Figura 3.27 e ungci 1 i
No hay puntos en los cuales [{x) = {, pero en x = *2 la funci6n f no es continua, por lo
que se prueba la concavidad en los intervalos (—es, —2),{=2, 2) ¥ (2, =), como se ilusira
¢én la tabla, La grifica de f se muestra en lu figura 3.27.
EJEMPLO | Dibujo de la grifica de una funcién racional
2zt =9)
Analizar y dibujar la grifica de f(x)= (";—4
- —
Solucion
Primera derivada: ['(0) = o2
Ears rimera derivada: 2 -y
=i i . ") = —20(3x> + 4)
. Segunda derivada: f"(x) 2 — 4)
r - Intersecciones en x: (—3,0).(3,0)
R [ § Ta . (0.9)
£ § H ' Z5 0 Interseccioneny \0.3
s U M Asintotas verticales: = —2.x =2
Il i nme
Asintola | | relativo Asintota horizontal: ¥ = 2
horizontal: | S I:& E . _
R i Al Ly Punto critico: x =0
) ~ | v Posibles puntos de inflexion: Ninguno
3 —Alil.-' : : \,|4' 8 Dominie: Todos los ndmeros reales excepto x = +£2
3.0 i : 3.0 Simetrig: Con respecto al eje v
: l Intervalos de prueba: (—o=, —2),(—2,0}, (0, 2), (2. o)
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EJEMPLO 2 Dibujo de la grifica de una funcién racional

: o ) : Po2x+4
Analizar y dibujar la grifica de f(ai= al " ;
Solucidn
¥ Primera derivada:  f'{x) = xx — 4)
~ ' {I - 2]2
s \/ :
ﬁj{ 3 Segunda derivada:  f'{x) = G2
2
4l ¥ M:‘:mi Intersecciones en x: Ninguna
, -L % relativa Interseccign en y: (0, —2)
| Asintota verfical: ¢ =2
!t 2 A Asintotas horizentales:  Ninguna
©.-2) -~ Miximo Comportamicnto final o asintitica:  Wim  flx) = —20, lim flx) = =0
_4+ relativo Puntos criticos: x=0.x =4
Posibles puntos de inflexion:  Ninguno
faymEmliid Diminio:  Todos los nimeros reales excepto x = 2
=]
* Intervalos de prueba:  (—co, 0), (0, 2).(2. 4),(4, o0)
Figura 3.47

El andlisis de la grafica de f se muestra cn la tabla, y la grafica se ilustra en la figura 3.47.

Intervalo —a e x = =12 2exal 2 x o0
T Valor de prueba x=-3 x=0 x=3
Téncava Signo de /"(x) -3 =0 foy<o0 F13) =0
hasia abajo Conclusion Concava hacia arriba | Céncava hacia abajo | Cdncava hacia artiba
T
et Puntos de inflexion

¥ La grafica en la figura 3.26 tiene dos puntos en los cuales cambia la concavidad. Sila recta
tangente a la grifica exisie en un punto de este tipo, ese punto es un punto de inflexién. Se
muestran tres tipos de puntos de inflexién en la figura 3.28.

Canenva
hacia arriba

Definicion de punto de inflexién

Cdncava

| fTecinsbae Sea f una funcidn que es continua en un intervato abierto ¥ sea ¢ un punio en ese
intervalo. Si la grifica de f tiene una recta tangenie en este punto (¢, fc)), entonces
¥ este punto ¢ un punto de inflexion de la grifica de f si la concavidad de f cambia
de céncava hacia arriba a cdncava hacia abajo (0 de céncava hacia abajo a concava

Coincava hacia arriba) en ese punto.

hacia ahajo
Coacava MOTA  La definicion de punto de inflexién dada en este libro requiere que lu recta tangente exista
| hacia en el punto de inflexidn, Algunos libros no requieren esto. Por ejemplo, en este libro no se considera
arriby que la funcidn
—_— — i &
e} = x4, x =
La concavidad de fcambia en un punto de flsk= Y2 x>0
inflexion. Notar que la grafica cruza s i
recla langente ¢n un punto de inflexion tenga un punto de inflexién en el origen, aun cuandon la concavidad de la grifica cambia de concava
Figura 3.28 hacin abajo a cdncava hacia arriba.
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Chincava Concavi
haciaarriba  hucia abajo

Pueden ocurrit puntos de inflexion donde

F{xh =00 f" no existe
Figura 3.29

F*{) = 0, pern (0, 0} noes un punto de

inflexidm
Figura 3.30

Cancava
haci it
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TEQREMA 3.8 Punto de inflexién

Si (e, fie)) es un punto de inflexidn le la griifica de f, enlonces f*(c¢) = 0o f" no
existeenx = c.

EJEMPLO 3 Determinacidn de los puntos de inflexidn

Determinar los puntos de inflexién y unalizar la concavidad de la grifica de f(x) =
2= dxd,

Solucion  La derivacidn doble produce lo siguiente.

f(—ﬂ = x* — 4y Cueribir 1§ ancidn oripinal.
Flx) = 40 — 1242

Frix) =127 — 24x = | 2x{x — 2)

Encenrar L primrena decivida,

Encieatrar L segunca dedivada,

Haciendo f“{x) = () es posible determinur que los pumtos de inflexién posibles ocurren en
x = 0yx =2 Al probar los intervalos determinados por estos valores de x, se puede
concluir que ambas producen puntos de inflexion, Un resumen de esta prueba se presenta
en la tabla, ¥ la grifica de f se ilustra cr la figura 3.29.

Intervalo —oo < x < Dzx<?2 2ex<oo
Valor de prueha x=—1 x=1 xr=3

Signo de f"(x) Fl=1)=0 <o f13) =0
Conclusién Concava I.ﬁci-:i.ﬁha Céncava hacia abajo | Céncava hacia arriba

El reciproco del teorema 3.8 por lo general no es cierto. Esto es, es posible que la
segunda derivada sea (en un punio que #0 es un punto de inflexién. Por ejemplo, la gréfica
de fix) = x" se muestra en ia figura 3.30. La segunda derivada es 0 cuando x = 0, pero el
punto (0, U} no es un punio de inflexion porque la grifica de f es cdncava hacia arriba en
ambos intervalos —es <3 <0y 0 < x <o,

Considerar una funcidn ciibica general de la forma

flx)=ax® +bx® +cx +d.

Se sabe que el valor de d tiene relacién con la Tocalizacidn de la grifica, pero no con
el valor de la primera derivada en los valores dados de x. Gréificamente, esto es cierto
debido a que los cambios en el valor de 4 desplazan a la gréfica hacia arriba o hacia
abajo, pero no cambian su forma bésica. Utilizar una caleuladora para representar
graficamente varias funciones cibicas con diferentes valores de ¢. Despuds propor-
cionar una explicacitn grafica de por qué los cambios en ¢ no afectan los valores de
la segunda derivada.
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EJEMPLO 4 Empleo del critero de la segunda derivada

Encontrar los extremos relativos correspondientes a f(x) = —32° + 5¢.

Solucidn  Empezando con la determinacién de los puntos criticos de f.

f’(}’) = —15x% + 1522 = I.ﬁx‘z{!. — .‘f‘z] =) Baualar £' (0] ceno.
fory= =354 50 x= =1.0,1 Punios criticos.
¥ Miixitmno
, E',’]‘"n_ﬁj“' Empleando
Flx) = —60c* + 30x = 30(—2x* + x)
T sc puede aplicar el criterio de la segunda derivada como se indica a continuacitn,
I e A TR I S I ™ (-1.-2) (1,2) (0.0)
-1 Signo de f"(x) fi-1)>0 f1) <0 =0 |
Conclusién Minimo relativo Méximo relativo | Falla de la prucba
=l.=H¥ -2+
Minimo Como el criterio de la segunda derivada no decide en (0, 0), es posible utilizar el eriterio de
relativo

{0, @) no-es mi un minimo relativo ni un
méximo relativo
Figura 3.32

la primera derivada y observar que f aumenta hacia la izquierda y hacia la derecha de x =
0. De tal modo, (0, 0) no s ni un minimo relativo ni un mdximao relativo {aun cuando la
grifica tiene una recta tangente horizontal en este punto). La grafica de f se muestra en la
figura 3.32.
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Puede verificar su grafica con la herramienta virtual
Grafica de funciones online

https://www.mathway.com/es/Graph
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