lvisca GUIA DE APOYO Y PREPARACION fAsignatura:

NOTA  Observar que en el gjemplo 2
la derivacidn implicita puede producir
una expresion para ay/dx en la que
aparercan a la vez x y y.

Figura 2.2%

TAWER 5

EJEMPLO 2 Derivacion implicita

Encontrar dy/dx dado que v* + ¥ — 5y — »* = —4.
Solucidn

. Derivar los dos miembros de la ecuacién respecto de x.

i

4 3 52— I_?_d_
Ly T =Sy =)= o l-4]

217+ Z1y0] - Lisy] - L) = L)

dy dy dy
3y2 % RLLPL s
3y + 2y i de x=0

2. Agrupar los érminos con dyv/dx en la parte izquierda y pasar todos los demds al lado

derecho.
1y dy dy
32 ot 58 gy
& dx 'vd\' dx

3. Factorizar dyfedx en la parte izquierda.
D3y 2y - 5) =2
4, Despejar dy/dx dividiendo entre (3" + 2y = 5),

dy
dr 31+ 2y -3

Para ver como usar la derivacidn implicita, considerar la grifica de la figura 2.27. En
ella se puede observar que v no es una funcidn de x. A pesar de ello, la derivada determina-

E!EMP.LO 4 Calculo de la pendiente de una grafica implicita
Calcular la pendiente de la recta tangente a la grifica de
L4t =4

en &l punto (\_.5 —1/./2). Ver la figurs 2.29

Solucidn
12 + 43-2 =4 Fonaigion neiginal

dy

2x+8v—=10 Dherivar Feaocin s b,
¥ dr |
- — 3

Q S . i Dhespzjur términas can “:'1

dx 8y 4y
Por tanto, en fﬁ = L"\,-"E], la pendliente es
ﬁ R 2 — l Evaluar L cuando r = G yre - L,
dx = 4]\‘/5 2 i e

NOTA  Para observar las ventajas de la derivacidn implicit, intentar rehacer el ejemplo 4 mane-
jando la funcidn explicita v = — 44 = 2*,
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lvisca GUIA DE APOYO Y PREPARACION fAsignatura: calculo diferencial
TAWER 5

EJEMPLO 5 Cilculo de la pendiente de una grifica implicita

Calcular la pendiente de la grdfica de 3(x* + v*)* = 100xy en ¢l punto (3, 1).
Soluciin

s v = L 100y,
2130 + ¥ = < [1001]

32 + yl)(u + 2_\%;) = Iﬂll[_z i—l + _»{1}]

¥ IQ}-{II b F‘l}ﬁ lﬂﬂtd—r = 100y — 12x(x? + J.-E}
4 d}( d;
3 / [12y(x? + y3) — lmx]d_{ii = 100y — 12x(x* + 32
dy _ 100y — 12+(x” + y7)
: dr - —100x + 120 + y9)

25y — 3alx? + )
—25x + 3ylx® + w3

3047 43 101y i En ¢l punto (3, 1), la pendiente de 1a grifica es

. _ 2 4 |2 — -6
L emmisata dy _ 25(1) — 3(3)(3* + | ]; _ 35 a0 _ 65 _ 13
Figura 230 de =2503) +3N(¥+ 1% —-T75+30 —-45 9

como muesira la figura 2,30. Esta grifica se denomina lemniscata.

[
Derivada implicita
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- lvireca GUIA DE APOYO Y PREPARACION fArignatura: calculo diferencial

¥ . EJEMPLO & Tangente y normal al folium de Descartes
A
a® Maostrar que el punto (2, 4) estd en la curva x* + )7 - 9xp=10. Después, encontrar |a tangen-
— te v la normal a la curva en ese punto (figura 3.41).

.
T

dadaparaésta: 2° + 4% — 9(2)(4) = 8 + 64 — 72 = 0,
Para encontrar la pendiente de la curva en (2, 4), primero usamos diferenciacion im-

4
IS _\'L Sry =0 %k\’/ . . - b p
/ Solucién  El punto (2, 4) estd en la curva, ya que sus coordenadas satisfacen la ecuacidn
{

i) — Ig v plicita para encontrar una formula para dy,/dx:
\
\ O Ey =0y =0
. . d 3 d |3 d N — d L Diferenciar ambos lados
FIGURA 3.41 El ejemplo 4 muestra I(\’) + Ef\ } - E(‘;‘-\J") = E(n} :\-\|‘rlll.|.| . b

cOomo encontrar las ecuaciones para la
tangente v la normal del folium de
Descartes en (2, 4).

) by dy | dv
3xt + 3}'&3 - Q(Xa + J,E) =

3t u‘:dy+ :
(._v—.xa It — =1

3 dy "
3 3n) o =9y - 3

dy ~ 3y - x? .
dr T Resolver para dy/dx,
Después evaluamos la derivada en (x, v) = (2, 4):
dy _ly—:l.';' 3 -2 8 4
dx ey _]-'2 - 3x (2, 4] "1'2 - 3':-2:' 10 3

Tema:
DERIVADAS IMPLICITAS

Si una ecuacion contiene una combinacion de dos variables estas se pueden derivar
simultaneamente para obtener la derivada total esta forma de derivar se conoce como derivada
implicita y se puede obtener de dos formas.

Un aspecto importante que se tiene que saber es que cuando se deriva la "y" se le agrega »'y

esta es la que se despeja.

o Derivar “Y”y derivar.
o Derivar toda al mismo tiempo y después despejar “Y.

Ejercicios:

Tt + 63" —10x% = dxy?
D7z + Dr(6y™) — Dr(102%) = D4y
14x+18p%y* = 20x = [dx% Dx(y*) + y* % Dx(4x)
18y%y —6x =8’ +49°
18}?2}:‘; —Bxyys =-’-’1y2 +6x
¥18y* - 8xy) = 4y® +6x

' 4}32 +6x

4 18y - 8xy
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lvisca GUIA DE APOYO Y PREPARACION fAsignatura: calculo diferencial

TAWER 5
1. z* +y* =16
solucidn
= +y2 =146,

= dil' oy = di(ltﬁ) {aplicando & fdx en ambos miembros de laigualdad},
x x

= Z2x+ Eyj—‘y =10 {efectuande las denivadas indicadas),
x

dy__x {despejando dy/ dx}.
o ¥

2. x5 +y' =8y

Solucidn
;1;3 +y3 = 8.1}’,

= dil' X4y = ;(Bxy} laplicando & / dx en ambos miembros de laigual dad},
x x

= 3xt+ 3 d—y =Ry + Bxd—y {efectuande las derivadas indicadas};
dx dx
2y d_y_gxd_y =8y -3x & 3y —led—y =8y - 3x*
dx dx o
dy  8y- 3 .
= == despejando gy dx}
O { despe; b i dx}
3. L 1
x oy
Solucidn:
Ll
x ¥
d 4 4 d . . .
= .:;:!’_I oty = . (L laplicando & / dx en ambos miembros de laigual dad},
x x
= - =2y d—y =0z +y d—y =0 {efectuando las denvadas indicadas};
dx dx
dy x v ¥ .
s s {despejando dyv/dx}.

=
dx ¥ dx x

4. Jr+fy =4
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Asignatura: calculo diferencial

{aplicando & / &x en ambos miembros de laigualdad},

{efectuandeo las derivadas indicadas),

[despejando dv/ax)

lviszca GUIA DE APOYO Y PREPARACION
TAWER 5
solucidn:
Nt fy=d4e ey =g
- L +y 2|=—|:4:|
dx
— l _142 +ly-1x2 @ _ e 1 +y-1x2 if_}f
2 2 dx %
dy _ Ll dy ylm dy ) \/;
dx yie dx P dx Jx
5. 3 + 3 = 47
solucidn

{E+Ej§=4y2 PR U [1+y”3:|=4y2,

= dil A [1 +y”3:| | = %(4}?2} laplicands & f dx en ambos miembros de laigua dad},
x x
= x° [ly_zﬂ .:f_y:| +lx':”3 [1 +y”3:| = Byd—y {efectuando las derivadas indicadas),
3 drx | 3 dx
— 24yd_f_ﬁjr3y-zx3d_}’=x-zx3[ 1r3]<:>ﬂ’1 (Ddy— 33| 2 2 [1+ 1;3:|
x ox ox
-243 143 2 1/3 2x3 143
dp _ X [1+y ]@d_y: [1+ :I @d_y: [1+ :I
dx 24y — 27,0 Ix y-m [243;5!3 _ xlxz:l Ix xm [24ij3 _ xl.fz:l
dy pHE oy .
- despejando gy dx).
dx  24x*yMF _ x {despey faz)

Ejercicios resueltos 6.
dy
6.1) Determinemos dx dada la ecuacién

Solucion.

Para calcular la derivada pedida, diferenciemos

RO

respecto de x y despejemos

25t —dx+3=y"+5y° + 4.

ambos miembros de la ecuacién con
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‘@ lvisca GUIA DE APOYO Y PREPARACION fAsignatura: calculo diferencial
TAWER 5

D, (257 - 4x+3)=D, (¥’ +55° + )
D, (25 )= D, (4x)+ D, (3)=D,(»*)+ D, (55* )+ D, (»)
452 -4+0=3y"D (y)+10yD, ()+ D, (¥)
4x* -4=(35% +10y+1) D, ()

4x% -4
3% +10y +1

D, (y)=

Derivadas de orden superior

También podemos usar la diferenciacion implicita para encontrar derivadas de orden supe-
rior. Veamos un gjemplo.

EJEMPLO 5  Encontrar implicitamente una sequnda derivada

Encontrar d”y/dx? si 2x* — 3" = &,

Solucién  Para empezar, denvamos ambos lados de la ecuacion con respecto a x para en-
contrar ' = dy/dx.

iy _ 224
ﬂ(lx 3y ()
6’ — iy’ =0 Tratar y como una funcitn de x
=y =0
_1.-' = }ﬁ, Eua.nd.[}_'l.' # 0 Resolver para v

Ahora aplicamos la regla del cociente para encontrar 3",

o d (_) _ Xy x A
¥ }:3 ¥ ¥

T dx
Finalmente, sustituimos y' = x*/y para expresar y" en términos de x y y.

a h 4

" w2 % ¥
¥ =___—(—)=———, cuando y # 0 u
A y P

=]
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lvisca GUIA DE APOYO Y PREPARACION fAsignatura:

TAWER 5

calculo diferencial

TEOREMA 2  Propiedades de los logaritmos
Para cualquier nimero a > 0 y x = 0, el logaritmo natural satisface las reglas si-
guientes:
1. Regla del producto: Inax = Ina + Inx
2. Regla del cociente: ln% = Ina — Inx
3. Regla del reciproco: ln% = —Inx Regla2cong = |
4. Regla de la potencia: Inx" = rinx 7 racional
A Inx = 1
dx X
d,  _ ldu \
& e -0 M
EJEMPLO | Desarrollo de expresiones logaritmicas
—————
&) ln% =lnld—1In% Fropizdad 4.
ﬁ:} i~/ v+ 2 = Inf3x + 2)”1 Roeseribir con exponentc raciondl.
[
=S Iﬂ(?!.ﬁ + 2} Pl':l]’t-i-;:dr..] 3
i 5 2
Gx
¢l In 5 - Inifx) ~ In 3 Pripiedud 4,
=ln6+Ilnx—In5 Propiedad 2,
(® + 3 _ 2 2 37
d) IHW—IHQ +3}—J“[I x+|}
= 2Inlx? + 3) = [Inx + In(x? + 1)V9]
=2In(x?+ 3) — Inx — Infx2 + 1)'/3
1
15 :2]n{x1+3}—lnx—ilﬂf_.x1+ 1)
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‘@ lvisca GUIA DE APOYO Y PREPARACION fAsignatura: calculo diferencial
TAWER 5

EJEMPLO 3 Derivacion de funciones logaritmicas

d 2 1
a) E[]n[lﬂ]=%=_x=; .
d . L i 1
n a[]n[.r-+!]|]=%=;—f— i
c) ih In 'I-l = 'r(ﬁ;_ill“ -":l) + ':I“ x](i[r‘]) Kegladel producto.
= xe) + (Inx)i{1) =1+ Inx
d)} i[“l\ .1}3] — 3[1n x)? %[]n _r] Repli de Ta cadena,

1
= 3{Inx)?* .
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lvisca GUIA DE APOYO Y PREPARACION fAsignatura: calculo diferencial
TAWER 5

EJEMPLO 5 Propiedades de los logaritmos como ayuda en la derivacién
]

Derivar f{x) = In '“::1,-:”_
Waxt =1
Solocion
. a4+ 132
x) = In——=
fl J2rr— 1

9 i
mx+ 2Inlx® + 1) — 3 w2t — 1)

| [ 2x i
fi) . 2[.1.'3 1 IJ a Elﬂ _!)
1 " 4y 3
Tx P2+ 2=

EJEMPLO & Derivacion logaritmica

Hallar la derivada de

I

Fagnbir e Tuneion original.

Heeseribir pntes de derivar,

Drevivar,

Simplificar.

Solucion  Notar que v > 0 para todo a # 2, Axd, In v estd definido. Iniciar aplicando el
logaritmo natural en los dos miembros ce la ecuacidn. Y a continuacidn aplicar las propie-
dades de los logaritmos v la derivacidn  mplicita, Por altime, despejar ¥

- 21
_'l.-'='-l_=}‘ r#E 2
St + ]
(x — 2)2
In y =IHF
Waxt 1

Iny=2nfx — 2) — %_ In(x? + 1)

Yo 1 J 1[ 2x
P e zx1!+1_]

2 X

Tx-2 2+

(22 )
4 r—2 xr+1

_x -J‘F[ 2+2x+2
T e Til- 2,
Cfr = 2Hxt + 2+ 2)

- (x? +'”3_-'2

-

Escribir la couacion original.

Aplicar logarime natueal en ambos Jados,

Propredades de los lozanimos.

Dierivar.

Simplificae

Diespajar v

Sustitvir v,

Simpliliar
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@ lvisca GUIA DE APOYO Y PREPARACION fAsignatura: calculo diferencial
TAWER 5

Determinar dy/dx si

P D +3)2

x> 1.
x — 1

}}
Solucion Aplicamos el logaritmo natural en ambos lados y simplificamos el resultado

de acuerdo con las propiedades de los logaritmos:

(x? + 1)(x + 3)1?
x— 1

Iny = In
=In(x*+ Dx+3)"*) —In(x—1) Regla 2
=In(x2+1)+Inx+3)"2—In(x—-1) Regla 1
= In(x? + ])+%ln(x+3)—]n(x— 1). Regla 3

Luego derivamos ambos lados con respecto a x, utilizando la ecuacion (1) en el lado iz-
quierdo:

19 1 1 1
Ydx 2 4+ 2 x+3 x-—-1

Ahora despejamos dy/dx:

dy_ (> 1
ax \211 >+6 x-1)
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