lvisca GUIA DE APOYO Y PREPARACION Asignatura : calculo diferencial
TAWER 3

Temas : Limites de funciones. Propiedades de los limites, Limites y formas indeterminadas
[ . . . . . . o

Y n—,kil] Funciones racionales, asintotas verticales, horizontales y oblicuas. Limites de
funciones trigonométricas

¥ Leyes de limites

Usamos las siguientes propiedades de limites, llamadas Leves de Limites, para calcular 1i-

miles.
LEYES DE LIMITES
Suponga que ¢ es una constante y que existen los limites
b (x) v lim g(x)
Entonces
1. 1[[]: [Fflx) + g(x)] = Pn:f{.r}l + -]t.[rlig{.r] Limite de una suma
2. !f_tr:r flx) — glx)] = !Lm“ flx) — li_r'nugr{xj Limite de una diferencia
3. lfrl: [ef(x)] = € lim f{x) - Limite de un muiltiplo constante
4, J]rim" [Fflx)g(x)] = Fn:f(x}l . qug{x} Limite de un producto
L 1m@ = M silimg(x) = 0 Limite de un cociente
x—a glx) Ei_:ﬂg(x} x—a
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Estas cinco leyes se pueden expresar verbalmente como sigue:

Limite de una suma . . .
N 1. El limite de la suma de limites es la suma de los limites.

Limite de una diferencia 2. El limite de una diferencia es la diferencia de los limites.
Limite de un miltipla constante 3. El limite de una constante por una funcidn es la constante por el limite de la funcién.
Limite de un producio 4. El limite de un producto es el producto de los limites.
Limite de un cociente 5. El limite de un cociente es ¢l cociente de los limites (siempre que el limite del de-

nominador no sea ().

Es ficil creer que estas propiedades son verdaderas. Por ejemplo, si f{x) es cercana a L y
glx) es cercana a M, es razonable concluir que f{x)} + gix) es cercana a L + M. Esto nos da
una base intuitiva para pensar que la Ley 1 es verdadera.

Si usamos la Ley 4 (Limite de un Producto) repetidamente con gix) = f{x), obtenemos la
siguiente Ley 6 para el limite de una potencia. Una ley similar se cumple para raices.

LEYES DE LIMITES
6. lim [ f(x)]" = [lim f(x)]" donde n es un entero positivo  Limite de una potencia
7. imV/f(x) = Wlim f(x) donde n es un entero positivo Limite de una rafz

[Si n es par, suponemos que lim, _,, f(x) = 0.]

En palabras, estas leyes dicen lo siguiente:

Limite de una potencia 6. El limite de una potencia es la potencia del limite.

Limite de una raiz 7. El limite de una raiz es la raiz del limite.

¥ Aplicacion de leyes de limites

Al aplicar las Leyes de Limites, necesitamos usar cuatro limites especiales.

ALGUNOS LIMITES ESPECIALES

1. lime = ¢

2. ;1:;;1: = a

3. :];[Ifiix" =a" donde n es un entero positivo

4, lim ¥x = ¥a donde n es un entero positive a = 0

X—=iF

Los Limites Especiales 1 ¥ 2 son intuitivamente obvios; viendo las grificas de vy = o w
¥ = x nos convencerd de su validez. Los Limites 3 v 4 son casos especiales de las Leyves de
Limites 6 y 7 (Limites de una Potencia v una Raiz).
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EJEMPLD 7  Determinacion de limites calculando f(x;)
(a) lim(4) =4
x—+*2
(b) lim (4) =4
) limx=23
x—3
(d) lin‘il.ﬁx —-3)=1W0-3=7

x+4_ —6+4_

(€@ Im s = 2+5"

_2
3

EJEMPLO 2 | Uso de las Leyes de Limites
Evaliie los limites siguientes, y justifique cada paso.
{a) im(2x* — 3x + 4)

—3

xi.zxz_-l

b} lim
t:}Jur-—}: 5 — 3x

SOLUCION

(a) ]im{lrl — 3x + 4) = lim {le} — lim {31} F limd4  Limites de una diferencia
a—+5 —=5 a—+5 i—=5 ¥ suma

= 7 limx® — 3 limx + lim4 Limite de un Miltiplo

xs5 1=a5 x4 Constante
= 2(5%) — 3(5) + 4 Limites especiales 3, 2 y |
=139

(b} Empezamos por usar la Ley 5, pero su uso estd totalmente justificado s6lo en la etapa
final cuando vemos que existen los Iimites del numerador y denominador v el limite
del denominador no es 0.

lim (x* + 2x% — 1
i 2t -1, .__s_{ ) Limite de um Clocist
i = mite de un Cociente
em2 5 — 3x lim (5 — 3x) e -
i——1
lim x* + 2 lim x* — lim 1 Limites de Sumas, Dife-
re—l - S — =2 rencias v Miiltiplos
lim 5 — 3 lim x Constantes
H—a—2 Ta—1
(=2) +2(-2) -1
= Limites Especiales 3, 2v 1
5-3-2)
1
11
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LIMITES POR SUSTITUCION DIRECTA
Si f es polinomial o una funcidn racional y a estd en el dominio de f, entonces

e flx) = fla)

Las funciones con propiedad de sustitucidn directa se denominan continuas en a. Apren-
deremos mas acerca de funciones continuas cuando estudiemos célculo.

EJEMPLO 3 | Hallar limites por sustitucién directa

Evaliie los siguientes limites.

X+ 5x
a) lim(2x" — 10x — 8 by lim —/————
() .TI.';{ ) ( }.Tl-—| x4+ 2

SOLUCION

{a) La funcién f{x) = 2x — 10x — 8 es polinomial, por lo que podemos hallar el limite
por sustitucidn directa:

lim (2x° — 10x — 8) = 2(3)° — 10(3) — 8 = 16

5—13

2+ 5
ib) La funcidn fix) = ad n ; es una funcién racional y x = —1 estd en su dominio (porque
o+
el denominador no es cero para x = —1), Entonces, podemos hallar el limite por sustim-
cion directa:
2 3 —132 + —
lim X 5x={ 1"+ 5( I}':_i
i—1 x* + 2 (—1)* + 2 3
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EJEMPLO 1 Uso de las leyes de los limites

Usar las observaciones lim,—.. k = k y lim,—..x = ¢ (ejemplo & de la seccion 2.1) v las
propiedades de los limites para encontrar los siguientes limites.

4 2z _
(@) lim(* + 42 —3) (b ]im%
= K= X

() _11'1':'1|2"«,-"4::2 -3

Solucion
(a) lim(x + 4% — 3} = lim 1 + lim 4¢* — lim 3 Reglas de 1a suma v Ia diferencia
x—eg x—ee X x—r
=+ a4t -3 Reglas del producto v ¢l miltiplo

_4+ '>_1 ].il'l'll:.f"f.‘(z_l}
(b} liml 1.1‘"' — I—.c, 3 Regla del cociente
= x+ 5 limix* + 5)
T

lim x* + lim x* — lim 1

—c X—*e x—re R )
= - T - Reglas de la suma v la diferencia
lim = + lim 5
F—kg =
4 2
Ay L
= {':!;1 Reg s la potencia o el produwcto
e+ 5
F F
(© lim_ Viad — 3 =V lim (4 — 3) Regla de la potencia con r/s = |
x—— r——2
=V lim 4 — lim 3 Fegla de la diferencia
x——2 i——2
I i ¥
=W 4{—1}1 -3 Reglas del producto v del miltiplo
= %16 -3
=13
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¥ Hallar limites usando dlgebra y las Leyes de Limites

Como vimos en el Ejemplo 3, la evaluacidn de limites por sustitucidn directa es ficil pero
no todos los limites pueden evaluarse de este modo. En realidad, la mayor parte de las si-
tuaciones en las que los limites son dtiles exigen que trabajemos mds para evaluar el limite.
Los tres gjemplos siguientes ilustran como podemos usar dlgebra para hallar limites.

EJEMPLO 4 | Hallar un limite por cancelacién de un factor comtin

Encuentre lim 'x. l
sl X5 — 1

SOLUCION  Seaf(x) = (x = 1)fx* = 1). No podemos hallar el limite si sustituimos
x = 1 porgue J{1) no estd definida. Ni podemos aplicar 1a Ley 5 (Limite de un Cociente)
porque el limite del denominador es (0. En cambio, necesitamos hacer un poco de dlgebra
preliminar. Factorizamos el denominador como una diferencia de cuadrados:

=1 x—1

=1 (x—=1)x+ 1)
El numerador vy denominador tienen un factor comiin de x — 1. Cuando tomamos el limite
cuando x se aproxima a 1, tenemos x # 1 y entonces x — 1 % 0. Por lo tanto, podemos
cancelar el factor comuin v caleular el limite como sigue:

r—1 xr—1

lim — = lim Factoric
i xt— 1 emi(x—x+1)
= lim ! Cancele
—1 x+1
S S Seax —» 1
T+1 2 Seax

Este cillculo confirma algebraicamente la respuesta que obtuvimos numérica y grifica-
mente en ¢l Ejemplo 1 de la Seceidn 13.1.

* . AHORA INTEMTE HACER EL EJERCICIO 1 |
EJEMPLO 3 Eliminacién de un factor comin
Ewaluar
lim M

x—+1 xz' - X

¥ Solucion  No podemos sustituir x = 1, ya que obtendriamos un denominador igual a cero.

_xex-2 Por otro lado, evaluamos el numerador en x = 1 para ver si también es igual a cero. Lo es,
\ o asi que tiene a {(x — 1) como factor comiin con ¢l denominador. Al eliminar (x — 1) obtene-
al {3 mos una fraccion mas simple con los mismos valores que la original para x # 1:

\ _x2+x—2=(x_1){-1’+3)=:r+2‘ A

¥ —x x(x — 1) x

2\ op 1 ' Usando la fraccion mas simple, encontramos por sustitucion el limite de estos valores

cuando x — 1:
@ R4 x=2_ . x42_ 142
lim = lim =

= 3.
¥ =l o —x il * 1

Correo : Luisocastillo260@gmail.com Pagina: https://luiscastillo-260.jimdo.com/ Péagina 6 de 14 ‘




lvisca GUIA DE APOYO Y PREPARACION Asignatura : calculo diferencial
TAWER 3

EJEMPLO 5 | Hallar un limite por simplificacion
(3+h)? -9
Evalie lim —,
Al h

SOLUCION  No podemos usar sustitucion directa para evaluar este limite, porque el li-
mite del denominador es (0. Entonces, primero simplificamos algebraicamente el limite.

B+h =9  (9+6h+h)-9

Iim m Expanda
bl h il ki e
. 6h+ i R
= lim— Simplifigue
k—10
= lim(6 + &) Cancele h
[ -]
=6 Sea h— 0
= AHORA INTEMTE HACER EL EJERCICIO 17 [ |

EJEMPLO 6 | Hallar un limite por racionalizacién

Vil + 0 —3
Encuentre lim — 7
1=} -

SOLUCION  No podemos aplicar la Ley 5 (Limite de un Cociente) de inmediato, por-
que el limite del denominador es 0. Aqui, el dlgebra preliminar consiste en racionalizar el
numerador;

“m*wl+£=—3=Ifmxfr:—9—3_v.ri+9—3
1—=i) .fl ) ["' "'|,.-"12 + 09+ 3

Racionalice el numerados

i (F+9)—-9 i s
= = lim
=0V + 9+ 3) 0 (Ve + 9+ 3)

1 1 1

1
].j-In = = =
=0 A+ 9+ 3 vlirrnl{.r*+9]|+3 it3 6

Este cdlculo confirma el que hicimos en el Ejemplo 2 de la Seccidn 13.1.
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lvisca GUIA DE APOYO Y PREPARACION

TAWER 3
Evaluar
Wl + 100 — 10
lim ; .
x—=(] x
Solucidn

fAisignatura : calculo diferencial

Este es el limite que consideramos en el ejemplo 10 de la seccion anterior. No

podemos sustituir x = 0, v el numerador v el denominador no tienen factores comunes
obvios. Podemos crear un factor comin multiplicando ambos, numerador v denominador,
por la expresion %'x* + 100 + 10 (gue se obtiene al cambiar el signo que aparece des-
pués de la raiz cuadrada). Para racionalizar el numerador utilizamos primero propiedades

algebraicas:
Vil + 100 — 10 _ W' + 100 — 10 V' + 100 + 10
: x VA + 100 + 10
X+ 100 — 100
#( Vi 4 100 + 10)
12
[V + 100 + 10)
1

VE + 100 + 10

X

Por lo tanto,

LOWER 4100 — 10 . 1
lim =1

x—i e x

1m
=04 100 + 10
1

—_——

0P+ 100 + 10

1
0= 0.05.

Factor comin x

Eliminar x* para x # ()

Denominador
distinto de 0 en

! 0 susiinor
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EJEMPLO 2 | Hallar un limite en el infinito

: _ _
Evalde lim M—”
v Sx% 4 dx + 1

SOLUCION  Para evaluar el limite en el infinito de una funcién racional, primero dividi-
mos el numerador y el denominador entre la potencia superior de x que haya en el denomi-

nador. (Podemos suponer que x # (), porgque estamos interesados sélo en valores grandes
de x.) En este caso, la potencia superior de x del denominador es x%, de modo que tenemos

1 2
A Ii--—-—
lim I —x-—2 — lim X X Divida numerador y
oo 5370 + 4x + 1 e 5 4 . 1 denominador entre X~
X XZ
1 2
lim (3 - = —1)
x—+oo x Xt
= Limite de un cociente
4
lim. ( ; —)
¥
—_— y=10.6 1 1
T lim 3 — lim — — 2 lim —
0 1 s — aroe X *4oo X Limites de Sumas
1 1 Diferencias
/ l|m5+41|1'n—+l1m— W eren
fr— ey
3—-0-0 3 2
== — Sea x — o
5+0+0 5
Un célculo similar muestra que el limite cuando x — —oo también es 2. La Figura 6 ilustra
los resultados de estos cdlculos al demostrar la forma en que la funcidn racional dada se
FIGURA & aproxima a la asintota horizontal y = 3,

* . AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 9 ]

Limites al infinito de funciones racionales

Para determinar el limite de una funcidn racional cuando x — 00, podemos dividir el
numerador v el denominador entre la mayor potencia de x en el denominador. Lo que pase
después dependeri de los grados de los polinomios involucrados.

EJEMPLO 8  El numerador y el denominador tienen el mismo grado

Gyl 4+ By = 13 L 5+ (8/x) {3llf'rj-} Dividir el numerador

v &] denominador

li =

:—I9n~;l¢ I+ 2 I—l’n’}'- 3+ I[L"xl]' entre ¥
_3+0-0_35 . ,
= T4+ 0 = 3 Vea la fipura 2.33. W

EJEMPLO 9  El grado del numerador es menor que el grade del denominador

11x + 2 = 0 {Ill.".'fz} =+ {2-""‘13} Dyividir el numerador

I_I-l._.x. ij -1 N 1_.]1?;.;. 3 — {l,f.lj}l v ¢l denominador
entre
_0+0_ P
=3-0° fea la fipura 2.34. W

En la siguiente seccion se da un gjemplo del caso en donde el grado del numerador es
mayor que el grado del denominador {ejemplo 8, seccidn 2.5),
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DEFINICION DE ASINTOTAS VERTICALES Y HORIZONTALES

1. Larecta x = a es una asintota vertical de la funcién y = f{x) si y se aproxima a *oo cuando x se aproxima a a por
la derecha o por la izquierda.
y}

T, . Tia
- % TN

¥ — oo cuando x — @ ¥ —=oocuandox —~a” ¥ —* —oo cuandox — a" ¥ — —oo cuando ¥ —+ a”
2. Larecta y = b es una asintota horizontal de la funcidén y = x} si y se aproxima a & cuando x se aproxima a oo,

/

¥ == b cuando x —= oo y == b cuando x — —o0

V Asintotas de funciones racionales

Los métodos del Ejemplo 2 se cumplen sélo para funciones racionales simples. Para graficar
unas mas complicadas, necesitamos dar una mirada mds rigurosa al comportamiento de una
funcion racional cerca de sus asintotas vertical y horizontal.

EJEMPLO 3 | Asintotas de una funcién racional

2 —4x + 5 .
Grafique r(x) = —————y exprese el dominio y rango.
c=2x+ 1
SOLUCION
Asintota vertical: Primero factorizamos el denominador
@ 2x2 —4x + 5
rx)=————
(x = 1)

La recta x = 1 es una asintota vertical porque el denominador de r es cero cuando x = 1.

Correo : Luisocastillo260@gmail.com Pagina: https://luiscastillo-260.jimdo.com/ Péagina 10 de 14 ‘




lvisca GUIA DE APOYO Y PREPARACION Asignatura : calculo diferencial
TAWER 3

EJEMPLO 4 | Asintotas de una funcidén racional
W —2x— 1

Encuentre las asintotas vertical y horizontal de r(x) = —5———
2x°+3x =2

SOLUCIGN
Asintotas verticales: Primero factorizamos
3t —2x — 1
rx)=————
(x) (2x—1)(x + 2)

Este factor es 0 Este factor es 0
cuandox =3 cuandox = =2

. : 1
Las asintotas verticales son las rectas x = 5 y x = —2.

Asintota horizontal: Los grados del numerador y denominador son iguales, y

coeficiente principal de numerador 3

coeficiente principal de denominador )

Entonces, la asintota horizontal es la recta y = 5.

FIGURA 6
r(”=312—2x—l
a4 3x =2

La grifica estd trazada usando modo de
puntos para evitar lineas extrafas.

Grafica: Usamos la informacién que hemos encontrado, junto con algunos valores adicio-
nales, para trazar la grifica de la Figura 8.

X y I L |
—15 —0.5 o
—10 | —12 AN}
-3 1.5 1
-1 1.0 } } } } } } } }
3 0.6 I 0 5 x
5 0.5 |t
10 0.3 FIGURA 8 |
5x + 21 T
S L |
™) = ox + 25 |

Dominio y rango: El dominio es {x|x # —35}. De la grafica vemos que el rango es aproxi-
madamente el intervalo (—oc, 1.3].
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EJEMPLO 6 | Grafica de una funcién racional

Sx+ 21
Grafique r(x) = ————— v exprese el dominio v rango.
4 (x) x‘llﬂxliﬂyp ) g
SOLUCION
— o+ 121
actorice: v = o 5}2
21
Punto de interseccion x: —T. de5xr+ 21 =0
Punto de int i 0 20+ 2l
unto de interseccion y:  —. porque r{0) = —
y: o5 poraue r(0) = G0 + 2
2
25
Asintota vertical: x = —3, de los ceros del denominador
Comportamiento cerca de asintota vertical:
Cuando x — -5 —5
e]ﬁigmdey=sx$ﬂ.es (=) (—)
@+ == [T
entonces y — —o0 —oo

Asintota horizontal: v = 0, porque el grado del numerador es menor que el grado del
denominador
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EJEMPLO 8 | Una funcién racional con una asintota diagonal

14y _
Grafique la funcidén racional r(x) = %
SOLUCION
+ _
Factorice: y = r+ 1)(x = 5)
x—3

Puntos de interseccidn x: —1y 5, dex+ 1 =0yx—-5=10

5 0’ —4:.0-5 5
Puntos de interseccion y 7 porque r(0) = - 0—3 )

Asintota horizontal:  Ninguna, porque el grado del numerador es mavor que el grado del
denominador

Asintota vertical: x = 3, del cero del denominador

Comportamiento cerca de asintota vertical: v — cocuando x — 37 ¥ v — —oo cuando

x— 3"
A Asintota diagonal: Como el grado del numerador es uno més que el grado del denomina-
=3 — 4z — 5 dor, la funcidn tiene una asintota diagonal. Dividiendo (vea al margen), obtenemos
1t — 3
)
—x—3 F{I}—x—l—ﬁ
—r + 3 X
—8 Por lo tanto, v = x — | es la asintota diagonal.

Grafica: Usamos la informacidn que hemos encontrado, junto con algunos valores adicio-
nales, para trazar la grifica de la Figura 10.

x ¥ ¥ :

-2 | Asintota
1 I diagonal
2 |
4 5 :

(-’. 4
b -+
/ 2
: j-'=x—] l
|
FIGURA 10 I
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EJEMPLO 9 | Comportamiento final de una funcién racional
Grafigque 1a funcitn racional

=25+ 3
rx) = B —

y describa su comportamiento final,
SOLUCIGN

(x + 1)(x* = 3x + 3)
x—2

Factorice:

¥ =

Puntos de interseccion x
reales.)

—1,de x + 1 = 0(El otro factor del numerador no tiene ceros

3 ¢-2-:+3 3
Puntos de interseccion y: —E. porque r{0) = T - E

Asintota vertical: x = 2, del cero del denominador

Comportamiento cerca de asintota vertical: v — —oocunando x — 27 ¥ v — oo cuando
x—=2'

Asintota horizontal:
denominador

Ninguna, porque el grado del numerador es mayor que el grado del

Comportamiento final:  Dividiendo (vea al margen), tenemos

3

2

rHx) = x"+ —

3 Esto demuestra gue el comportamiento final de r es como el de la pardbola y = x* porque
3flx — 2) es pequeiio cuando | x | es grande. Esto es, 3{x — 2) — 0 cuando x — + oo, Esto
significa que la grifica de r estard cercana a la grifica de y = »° para| x| grande.

Asintota horizontal: La asintota horizontal es el valor que alcanza y cuando x — = co.
Para ayudarnos a hallar este valor, dividimos numerador y denominador entre x~, la potencia
superior de x que aparece en la expresién:

2P —4x + 5
y=" LA
x=2x+1 l

2

X

. . . 405 2 I .
Las expresiones fraccionarias 3. 2. 7 ¥ 7 se aproximan todas a 0 cuando x — *oo (vea

Ejercicio 83, pdgina 12). Por lo tanto, cuando x — *oc, tenemos

Estos términos se aproximan a 0
¥ — 2 cuando

Yoo 4 5
T 2—=—+—
. . X x- 2—-0+0 )
********** T Y 2 1 7 1=040
1+ 1——+—
\ x
T Estos términos se aproximan a ()
|
Entonces, la asintota horizontal es la recta y = 2.
FIGURA 5 Como la gréfica debe aproximarse a la asintota horizontal, podemos completarla como
22— d4r + 5 en la Figura 5.
rx)=—F————
=+ 1

Dominio y rango: La funcién r estd definida para todos los valores de x que no sean 1, de
modo que el dominio es {x|x # 1}. De la grifica vemos que el rango es {y|y > 2}.
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