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Taller 1 — Evaluacion: Plano Cartesiano. Intervalos. Definicidn de funcién. Dominio y Rango.
Gréfica de funciones. Funcion lineal y cuadratica

EJEMPLO 3 Trazado de rectas en el plano
R

Dibujar la grafica de cada una de las siguientes ecuaciones.

a) y=2x+1 h) y=2 ) Iy+x—-6=0
Solucitn

a) Puesto que b = 1, la interseccidn en y es (0, 1). Como la pendiente es m = 2, se sabe
que la recta asciende dos unidades por cada unidad que se mueve hacia la derecha,
como se muestra en la figura P.18a.

b) Dado que b = 2, la interseccion en v es (0, 2). Come la pendiente es m = (), se sabe
que es horizontal, como se itustra en la figura P.18h.

¢) Comenzar por escribir la ecuacion en forma pendiente-interseccidn.

Wy+tx—-6=0 Fonavivn arginal.
3y =—-x+06 Dresipepar el énmmaen v,
y= —gx + 2 Porn pend ete-ierseerion.
De esta forma, puede verse que la interscecidn en y es (0, 2) y la pendiente m = —%. Esto

quiere decir que la recta desciende una unidad por cada tres unidades gue se mueve hacia
la derecha, como se muesira en la figura P.18c.

¥ ¥ ¥
.
¥=2
{0, 2)
i
]
t t t X } } : ¥
12 3 | F
a) m=12;larectasube b)Y m = 0; la resta es horizontal ¢} = = —4; larccia baja
Figura P18 —

Ecuacién punto-pendiente de una recta

La ecuacidn de la recta con pendierte m que pasa por ¢l punto (x,, y,) estd dada
por

| ¥ oy = mx —x)

EJEMPLO | Determinacion de ia ecuaciaon de una recta

Encontrar la ecuacidn de la recta con pendiente 3 que pasa por el punto (x,, y;).

Solucion
y—y = mix — x‘) P e ependicnte,
y—{ H=3x—- 1 Sl o Zow moriy e por i

y+2=3x-3 S
La recta de pendiente 3 que pasa por el
punto [1, —2) y=3x—35 AL
Figura F.15
(Ver la figura P.15.) ——————
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Se puede escribir la ecuacion de uni recta si se conocen su pendiente y las coordena-
das de uno de sus puntos. Dada la pendiente s y un punto (x,, ¥,). Si (x. ) denota cualquier
otro punto de la recta, entonces

Y=y _

x_x|

Resumen de ecuaciones de las rectas

1. Forma general: Ax+ By +C=0. (A, B+
2. Recta vertical: x=a

3. Recta horizontal: y=b

4. Forma punto-pendiente: y=y =mix—x)

5. Forma pendiente-interseccion: y=mxt+ kb

Ya antes hemos empleado letras para

representar nimeros. Aqui hacem

algo muy dist

representar reglas,

¥ Definicién de funcién
Una funcién es una regla. Para hablar de una funcidn, es necesario darle un nombre, Usa-
remos letras como f, g, h,... para representar funciones. Por ejemplo, podemos usar la letra
f para representar una regla como sigue:

“f es la regla “elevar al cuadrado el nimero™
Cuando eseribimos f(2) queremos decir “aplicar la regla fal mimero 27, La aplicacion de la regla
da f(2) = 2* = 4. Del mismo modo, f(3) = 3* = 9, f{4) = 4° = 16, v en general f(x) = ¥

DEFINICION DE UNA FUNCION

Una funcidn f es una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto A exac-
tamente un elemento, llamado f{x), de un conjunto B,

E!EMPLO | Evaluacion de una funcién

Para la funcién f definida por fix) = * + 7. calcular:

Q) f3a) B fib-1) oy flx+dg—fx 4

Ax

Solucidon

a) f(?ﬂa] = (3(1)2 + 7 Sustituir  por 3a.

=9a2 + 7 Simplificar.

B s -1 =(0F-12+7 Sustituir v pord -,
=P -2+ 1+7 Desarrollar el binomio.
=p - 2h+8 Simplificar,

Fix +Ax) —fl) [x+A+ 7]~ 2+ 7)

AYUDA DEESTUDIO  En el cileulo,  ©) Ar = yw
8 importante comuenicar con claridad
1 dominio de una funcién o expresion. _ T 2Ax o+ (Ax)P + 7 — kT
Yor gjemplo, en el ejemple Ic, las Ax
Xpresiones _ 2xAx + (AX)Z

+ A3 - Ax
fEra0 -/, s

Ax N2k AY)

Ay F O. . A%
on equwalentes: y'a que Ay # f)’se = 2x + Ax, Axr#0
xcluye del dominio de la funcién o
xpresion, $ino se estableciera esa
estricei6n del dominig, las dos NOTA  La expresién del cjemplo le se llama coclenie incremental o de diferencias y tiene un
xpresiones no serfan equivalentes. significado especial en el cdleulo, Se verd méds acerca de esto en el capitulo 2.
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EJEMPLO 2 | Evaluacion de una funcion

Sea f(x) = 3x* + x — 5. Evaliie cada valor de la funcion.

(a) f(—2) (b) £(0) (©) f(4) (d £(3)

SOLUCION  Para evaluar f en un nimero, sustituimos el nimero por x en la definicién

de f.

EJEMPLO 4 | Evaluacion de una funcién

Si f(x) = 2x* 4+ 3x — 1, evalte lo siguiente.

(a) f(a) (b) f(—a)

o+ R — £
(e) fla+ h) (d) fla h; f(a). h#0
SOLUCION

(a) f(a) =2a>+ 3a—1

(b) f(—a) =2(—a)* + 3(—a) = 1 =2a>—3a—1

(©) fla+h)=2a+h)*+3a+h)—1
= 2(a* + 2ah + h*) + 3(a + h) — 1
= 2a* + 4ah + 2h* + 3a + 3h — |

(d) Usando los resultados de las partes (c) y (a), tenemos

fla+h)— fla) (2a* + d4ah + 2h* + 3a + 3h— 1) — (2a> + 3a — 1)

h h

_ dah + 21 + 3h
a h

=da+2n+3
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¥ Dominio de una funcién

Recuerde que ¢l dominio de una funcidn es el conjunto de todas las entradas para la funcidn.
El dominio de una funcion puede indicarse explicitamente. Por ejemplo, si escribimos

fly=x 0=x=35
entonces el dominio es el conjunto de todos los mimeros reales x para los cuales 0 = x = 5.
51 la funcidn estd dada por una expresidn algebraica y el dominio no se indica explicita-
Los dominios de expresiones algebrai-  mente, entonces por convencidn el dominie de la funcidn es el dominio de la expresidn al-

cas s estudian en la pigina 35 gebraica, es decir, el conjunio de todos los niimeros reales para los cuales la expresidn estd
definida come un mimero real. Por ejemplo, considere las funciones

) = =5 a0 = VA

La funcién f no estd definida en x = 4, de modo gue su dominio es {x|x # 4}. La funcién
g no estid definida para x negativa, de modo que su dominio es {x|x = 0}.

EJEMPLO 6 | Hallar dominios de funciones

Encuentre el dominio de cada una de las funciones siguientes.

(@ flx) = (b} glx) = V9 —x*

r
(c) h(r) = Virl

xt—x
SOLUCION
{a) Una expresion racional no estd definida cuando el denominador es 0. Como
1 |
flx) = = =
x

Tox  xfx—1)

vemos que fix) no estd definida cuando x = 00 x = 1. Entonces, el dominio de [ es
{x|x+0,x# 1}
El dominio también se puede escribir en notacion de intervalos como
(oo, 00 U0, 1) (1, o)

(b} Mo podemos tomar la raiz cuadrada de un ndmero negativo, de modo gque debemos te-
ner 9 — x* = 0. Usando los métodos de la Seccidn 1.7, podemos resolver esta des-
igualdad para hallar que —3 = x = 3, Por lo tanto, el dominio de g es

x| 3=x=3}=[-33]

(e} No podemos tomar la raiz cuadrada de un ndmero negativo, y no podemos dividir en-
tre 0, de modo que debemos tener ¢ + 1 = 0, es decir, 1 > —1, Por lo tanto, el domi-
nio de fr es

frlr=—1}=(—1, )
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¥ Cuatro formas de representar una funcion

Para ayudarnos a entender lo que es una funcidn, hemos empleado diagramas de maguina
y de flecha. Podemos describir una funcién especifica en las siguientes cuatro formas:

= yerbalmente (por descripeidn en palabras)

® algebraicamente (por una férmula explicita)

® visualmente (por una grifica)

* numéricamente (por una tabla de valores)

LA GRAFICA DE UNA FUNCIGN
Si fes una funcién con dominio A, entonces la grifica de fes el conjunto de pares
ordenados (& fl)] x € 4}

localizados en un plano de coordenadas. En otras palabras, la grifica de fes el
conjunto de todos los puntos (x, y) tales que y = f(x); esto es, la grifica de fes
la gréfica de la ecuacidn y = f(x).

¥ La grifica de una funcién f da un retrato del comportamiento o “historia de la vida"” de
{x. flx)) la funcién. Podemos leer el valor de f(x) a partir de la grifica como la altura de la grifica
arriba del punto x (vea Figura 1).

Una funcidn fde la forma f{x) = mx + b se denomina funcidn lineal porque su gréifica
es la grifica de la ecuacién y = mx + b, que representa una recta con pendiente m y punto
flx de interseccidn b en y. Un caso especial de una funcidn lineal se presenta cuando la pen-

diente es m = 0. La funcidn f(x) = b, donde b es un nidmero determinado, recibe el nombre
. de funcidn constante porgue todos sus valores son el mismo nimero, es decir, b. Su grifica
x s la recta horizontal y = b. La Figura 2 muestra las grificas de la funcidn constante f(x) = 3
y la funcién lineal fi(x) = 2x + 1.

Fi2)

nlp---—-—-—-——-5

1
i
i
i
i
i
i
i
:
2

o

FIGURA 1 Laaltura de la grifica
sobre el punto x es el valor de fix).
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En la figura P.27 se muestran las grilicas de ocho funciones hésicas, las cuales hay
que conocer bien,

Funcién raiz cuadrada

Fungion identidad

eR o
Fea = flyzsen fon = cos x

2 -l [
Funcidn valor absoluto Funcién racional [uncién seno Funcidn coseno

Graficas de ocho [unciones basicas
Figora P.27

2
1 e -
2 0 1 4 6 ¥ x
La funcién constante f(x) = 3 La funcidn lineal fix) = 2x + 1

FIGURA 2

EJEMPLO 1 | Graficar funciones por localizacién de puntos
Trace las grificas de las siguientes funciones.

(a) flx) = +* (b) g(x) = x (e) hix) = Vx

SOLUCION  Primero hacemos una tabla de valores. A continuacién, localizamos los

puntos dados por la tabla v los unimos con una curva suave sin irregularidades para obte-
ner la grafica. Las graficas estdn trazadas en la Figura 3 en la pdgina siguiente.

x flx)=2* x glx)=x* x h{x) = vx
0 0 0 0 0 0
3 i 3 1 1 !
*1 1 1 1 2 V2
+2 4 2 g 3 V3
+3 9 -1 -1 b 2
-1 -1 5 vE
-2 —8
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(-2, 4) 3 (2, 4} 2.8 )
NI y=xlx
- 2 r—— ] -
| ye=x y=4 i [B-M'IZJ {4‘ 29
A 14
=1, 1) {1 T S .1
L B R L . o -
i—1,—1) 1 !
31 | (39
(=2, -8
‘IGURA 3 () flx)=x* () glxl = x* (€) hix) = yx

EJEMPLO 9 | Ecuaciones que definen funciones
i La ecuacidn define a y como funcion de x?7
fa) y—x*=2 (b) x* +y*=4
SOLUCION
{a) Despejando v en términos de x tendremos
¥y =2
y=x+2 Sume x*

La iltima ecuacidn es una regla que da un valor de ¥ por cada valor de x, de modo que
define a v como funcidn de 1. Podemos escribir la funcién como fix) = & + 2,

ib) Intentamos despejar y en términos de x:
Xty =4
}’2 =4 — x* Reste 1

y= W4 - x* Tome rafces cuadradas

La dltima ecuacidn da dos valores de v por un valor dado de x. Entonces, la ecuacidn
no define a v como una funcion de x,

Las grificas de las ecuaciones del Ejemplo 9 se ilustran en la Figura 12. La Prueba de la
Recta Vertical muestra graficamente que la ecuacidn del Ejemplo 9(a) define una funcién,
pero la ecuacidn del Ejemplo 9(b) no la define.

Y Y
L — t+yi=4
1
f f I -
1] 1 X
1 -
T Pl -
0 1 X
(a) ih)
FIGURA 12
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FUNCIONES CUADRATICAS

Una funcién cuadritica es una funcién polinomial de grado 2. Entonces, una
funcidn cuadritica es una funcidn de la forma

fx)=ax*+bx+¢, ax0

Vemos en esta seccidn la forma en que las funciones cuadriticas modelan muchos fendme-
nos reales. Empecemos por analizar las grificas de funciones cuadriticas.

¥ Graficar funciones cuadraticas usando la forma normal

Para una definicién geométrica de pa- Si tomamos @ = | y b = ¢ = 0 en la funcién cuadritica f{x) = ax* + bx + ¢, obtenemos

ribolas, vea la Seceidn 11.1. la funcidn cuadrdtica f(x) = x°, cuya grifica es la pardbola graficada en el Ejemplo 1 de la
Seccidn 2.2, De hecho, la grifica de cualguier funcidn cuadritica es una pardbola; puede
obtenerse de la grafica de f{x) = »* por las transformaciones dadas en la Seccién 2.5.

FORMA NORMAL DE UNA FUNCION CUADRATICA
Una funcién cuadritica f{x) = ax® + bx + ¢ puede expresarse en la forma normal
flx) =alx —h)* + k

completando el cuadrado. La gréfica de f es una pardbola con vértice (A, £); la
paribola abre hacia arriba si @ = 0 o hacia abajo sia < 0.

¥4 v
Vértice (i, k)
|
L o
k__
Vértice (1, k) | -
0 X
| - h
0 1 s
flxi=aix =M+ k a>0 fley=alx —hP +k a=<0

EJEMPLO 1 | Forma normal de una funcién cuadrética

Sea f{x) = 2% — 12x + 23.
{a) Exprese fen forma normal. (b} Trace la grifica de f
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Completar el cuadrado se estudia en la SOLUCION
Seccidn 1.5, ., . . ..
{a) Como el coeficiente de x* no es 1, debemos factorizar este coeficiente de los términos

flx) =2x—3)P7 + 5 que contienen x antes de completar el cuadrado.
flx) =227 — 12x + 23
El vértice es (3, 5) = 2(12 - ﬁx] + 23 Factorice 2 de los términos en x

— 2(_1.1 —6x -+ 9) +23— 2.9 Lmnpl_ﬂc L‘.l -cuadm‘ifr sume 9 dentro
de paréntesis, reste 2+ 9 fuera
=2x — 3)2 + 5 Factorice v simplifigue

La forma normal es f{x) = 2{x — 3f + 5,

(b} La forma normal nos dice que obtenemos la gréfica de fal tomar la pardbola y = x*,
desplazindola 3 unidades a la derecha, alargdndola en un factor de 2 y moviéndola
5 unidades hacia arriba. El vértice de la pardbola estd en (3, 5), y la pardbola abre hacia
arriba. Alargamos la grifica de la Figura 1 observando que el punto de interseccién en
ves fl0) =

fixy=2{x—3*+5

Vértice (3, 5)

0 3 x
FIGURA 1

FUNCIONES CUADRATICAS

Una funcién cuadritica es una funcién polinomial de grado 2. Entonces, una
funcién cuadratica es una funcion de la forma

f(x) = ax* + bx + c. a+0

VALOR MAXIMO O MINIMO DE UNA FUNCION CUADRATICA

El valor maximo o minimo de una funcién cuadritica f(x) = ax*> + bx + ¢
se presenta en

b
2a
. - b
Si a > 0, entonces el valor minimo es f 54 )
a
. (. b
Si a < 0, entonces el valor maximo es f 34 )
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