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APLICACIONES DE LA INTEGRAL: longitud de arco

Longitud de arco y trabajo

I Definicion de longitud de arco
Sea la funcién dada por ¥ = f(x) que represenie una curva suave en el intervalo {a. b].
La longitund del arco de fentre a y b es

]
5= j wf]_-f'[lftt.ﬂ]ztlx_

Similarmente, para una curva suave dada porx = g(y}, la longitud de arco de g entre

cydes

d
:J 1+ [y dy.

’ EJEMPLO 2 Cilculo de la longitud de arco
I

A / Encontrar la longitud de arco del
i '
i

\ X 1
| YT % 2x
| en el intervalo [4, 2], como sc muestra en la figura 7.39,

+ i H 3 Y Solucion  Usando

La longitud de arco de [a grafica de  en dv 32 1 1/ 1
(52 ol S~ R | Gt
Figura 7.39 * *

se tiene una longitud de arco de

- / d} I 1
5= J‘ 1 + dx = ; xt — pr J dx Férmula de lengitud de arco.
12 =

H(ere2 )
j 4 r+2+.‘l4'dx

PARA MAYOR INFORMACION 7., 1 B
Para ver eémo la longited de arco - . 7l L) 2 dx Simplificar
puede ser usada para definir las 1T 172
funciones trigonométricas, ver el = [,r = —] Intcprar
articulo “Trigonometry Requircs 213 12 o
Calculus. Not Vice Versa” por Yves _1/13
Nievergelt cn los UMAP Modules. T2l8 * 24)
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EJEMPLO 3 Cilculo de la longitud de arco

Encontrar la longitud de arco del (v — 1)* = x” en el intervalo [0, 8], come se muestra en la
figura 7.40,

Solucién  Empezar resolviendo para x en términos vix == (y— 1)* Eligiendo el valor
positivo de x produce

R (8,3 & 3
fx
a2 w2
_ a2 (v — 1)v2
' Elintervalo x [0,8] corresponde al intervalo y [1, 5] y la longitud de arco s
d 5 2
g . / dx'\2 > 3, .
} — § :f 1 + (.f_) dy =f | 4 [ (v- |)L-"2J dy Formuly para longimd de
. © Lk a 2 arca.
Longitud de arco de la gréfica de y 2 9 5
en [0, 8] = ' e dy
5

Figura 7.40

I ’ L
= EJ Vv 9). — Sdy Simplificar.
|

- |er=gry
18 3/2

Integrar,
1

= 2—',{,{40-‘«'2 — 4¥7)

= 9.073. e

2) Hallar la longitud del arco de lacurva 9vy2 =4 x3 comprendido
entre los puntos de la curva de abscisa x=0 y x=3

En este caso vemos que es sencillo expresar a y como funcion

de x:
4 2 3
9}?2:43:3 :»yz = x5 =y = 2P = y= Zx2
9 3
Derivando,
3 1
2.2 =y "2
y=§x = y=x? = (y) =x
de manera que
: ; : 2 3T g2 2
L=J‘q)'i+[y') ab:=j«#1+:ccix=§ [1+x)2 =3 42 -1 =§\/}Eu
0 i
0
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2) Hallar la longitud del arcode lacurva 9y2 =4 x3 comprendido

entre los puntos de la curva de abscisa x=0 y x=3

En este caso vemos que es sencillo expresara y  como funcion de

3
9y2=4x3jy2=£x3 =y = ixg jy=%x3
9 9 3
Derivando,
3 1
2.2 ‘=2 2
y=§x = y=x = (¥y)=x

de manera que

L=J‘D3 E s (y,)z aix:-[j\/mrzix =§{[l+x]§}3 = % 4
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PROBLEMAS RESUELTOS

4

Ejemplo Hallar la longitud de la curva y= %+41—2 entrex=1;x=2
X

La derivada de la funcion viene dada por:
L
7w

La longitud de la curva

6

b= | 1L Ly
N2,
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2)  Caleular la longitud de un arco de

L

1]

|:~c

+
=

y

-
[i]

Solucidn :

b
Usando la relacion (1) Le= J- «fl1+[y'l:x]]2dx , tenemos
a

’ 2 4T Lo 1,1 ‘T 4T 1 13
Lc: 1+[L__] dx = 1+x___+_dx = x_+_] dx = |jx___i| = =y
L 452 ATIET2 ALE e 2 x|, T 1
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LA EJEMPLO 4 Encuentre la funcién longitud de arco para la curva y = x” — % Inx
tomando a Py(1, 1) como el punto de partida.

SOLUCION Si f(x) = x* —  In x, entonces

1
d =¥y — —
) =2x 8x

1+[f’|2}]1—1+(-2 —L-):—1+4?—i+ 1
S T8/ T YT T eaxt

oo T \2
=4I'+?+W—(EI+—)

V1 + (2] = 2Jr+8i
x

Asi, la funcion longitud de arco estd dada por
stx) = | VT + 70T de

-

= ‘:(.2r—é)dr=r!+g'lnr]

X

!
1,1

=x +ghnhx—1

Por ejemplo, la longitud de arco a lo largo de la curva de (1, 1) a (3, f(3)) es

i In3
5(3)=3-+Hl|n3—1=3+"T===3.13?3 D
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