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CLASE 6 APLICACIONES DE LA INTEGRAL : VOLUMEN

Una férmula similar puede derivarse si el eje de revolucidn es vertical.

Método de los discos

Para encontrar el volumen

de un soélido de revolucidn con el método de los discos,

usar una de las férmulas siguientes, como se muestra en la figura 7.15.

Eje de revolucion horizontal Eje de revolucién vertical

b
Volumen = V = wj
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Eje de revolucion vertical

EJEMPLO 2 Eje de revolucion alrededor de una recta
que no es un eje de coordenadas

Encontrar el volumen del sdlido formado al girar la regién acotada por
J)=2—-x7
y g(x) = 1 alrededor de la recta y = 1, como se muestra en la figura 7.17.

Solucion Al igualar f(x) y g(x), se puede determinar que las dos grificas se intersecan
cuando x = =1. Para encontrar el radio, restar g(x) de f(x).

R(x) = flx) — glx)
=2-x3)-1
=1-x2

Por tltimo, integrar entre —1 y 1 para encontrar el volumen.

T (1 - x2)3 dx Aplicar el método de los discos.
-1

v= wf [R(0]? dx

1
'JTJ (] — 27 + ,(1) dx Simplificar.
-1

2?5
=m0+ = Integrar.
'n{x 3 5:|,| nlegrar.
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b
V= Trf ([R(x)]z — [r(x)P) dx. Meétodo de las arandelas.

2

Rev U= EJEMPLO 3 Uso del método de las arandelas (anillos)

>l"=).2
Il
T
1

& . Encontrar el volumen del sélido formado al girar la regién acotada por las graficas de
L

oo 1 v =Jxyy = 2 alrededor del eje x, como se muestra en la figura 7.20.

Regién plana

Solucion  En la figura 7.20 se puede observar que los radios exteriores e interiores son:

H Rlx) = Jx Radio exterior.
rlx) = x2 Radio interior.

Integrando entre 0 y 1 produce
b
V= ,nj ([R((ﬂg _ [r(x)]Z) dx Aplicar el método de las arandelas.
a

- ”Jo (5P - @@

= (x _ x4) dx Simplificar.
0
L Sélido de 2 57!
= revolucion =7 r_x Integrar.
2 510
Solido de revolucion _3m
Figura 7.20 10 —

Ej. 132: Calcular el volumen del sdlido de revolucién que se obtiene al hacer
girar sobre el eje “x”, la region acotadapor:y =x?> +1 ylarectay=x+ 3

X2 +1=x+3
X2 -x—2=0
(x-2)(x+1)=0
X, =2 X =-1

— .
i f x4+ 3% — =%+ 1)%]dx //
—1 ]
/ /
V= [(x%23+6x+9) — (x*+ 2x%+ 1)ldx
7 vk
2 FER
V= (—x%*— x2 + 6x + B)dx Viid X
3 3 3 3

/3;

2 2 2 2
V= — x‘dx—f xzdx-i-GI xdx +8 dx
—a1 —a — —a2
117
V=—u
g U
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Sdlido de revolucidn
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Un fabricante taladra un orificio a través del centro de una esfera de metal de 5 pulgadas de
radio, como se muestra en la figura 7.23«. 1il orificio tiene un radie de 3 pulgadas. (Cuil

el volumen del objeto de metal resultante”

Solucion  Puede imaginar el objeto generac o por un segmento de la circunferencia cuya ecua-
cién es ¥’ + y* = 25, como se muestra en a figura 7.235). Porque el radio del orificio es 3
pulgadas, sea y = 3 se resuelve la ecuacion x* + y* = 25 para determinar que los limites
de integracion son x = £4. Asf que, los radios interiores y exteriores son Ax) = 3 y

Rix) = /25 — x? y el volumen estd dado por

b
V= j (R — [r(0)]) dx = wj’ [(v25 =2 - OF] ax
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Ejercicio 7 resuelto

Calcular el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje
OX el recinto limitado por las graficas de y = 6x — x2, i = X.

Puntos de interseccion:

{ysz;f x-x =x (0,0} (5,5)

e
i

T

La parabola queda por encima de la recta en el intervalo de
integracion.

V:‘?T_[JS[(GX—XE)E—xE]dfzﬁ{ et XBI 6257

Ejercicio 5 resuelto

Calcular el volumen engendrado al girar alrededor del eje OX el
recinto limitado por las graficas de y = 2x —x2, y = =x + 2.
Puntos de interseccion entre la parabola y la recta:

_ _ 4
S P F (L1 (2,0)
y=-x+2

X

La parabola esta por encima de la recta en el intervalo de integracion.
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¥ =.?T.[12[[2x—x2:l2 —(—x+2)2] dx=??_r:[x4 —dx* +3x° +4x—4) dx =

2
::ﬁr[%xj—x4+x3+2x2—4x:| :%f
1

. EJEMPLO 3 | Encuentre el volumen del sélido generado al hacer girar la region
acotada por las parabolas y =x* y y* = 8x en torno al eje x.

SOLUCION Las palabras clave siguen siendo rebane, aproxime, integre (véase la fi-
gura 10).

2 2 572
8x* x| 48w
— — 4 = _ = —— == 3().
Vv wﬁ (8x — x*) dx w[ > SL - 0.16

AV = T [(V8x)? - (x?] Ax

-

V=j-1E[8x—x‘)dx
0
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EJEMPLO 5| Sea la base de un sélido la regién plana en el primer cuadrante

acotada por y =1 —x7/4, el eje x y el eje y. Supdngase que las secciones transversales
perpendiculares al eje x son cuadrados. Encuentre el volumen del sélido.

=Y
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EJEMPLO § Calcule el volumen del sélido obtenido al girar la region del ejemplo 4 alre-

dedor de la recta y = 2.

y=2
2—x
2—x? AL
-
x T x
9
El drea de la seccidn transversal es
Alx) = 7(2 — x*)P — w(2 — x)?
v tanbién el volumen de § es
"l
V=| AX)dx
rl 3 5
E— 10 [(2 —x** — (2 — x)*]dx
"1
= | (x* — 52 + 4x)dx
Jo
X’ ¥ x’ :
=5 ——5—+4—
|: 3 3 2 :|u
_ &7
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