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INTEGRALES POR SUSTITUCION

EXPLORACION

Reconocimiento de patrones El integrando en cada una de las siguientes integrales
corresponde al patrén f(g(x))g'(x). Identificar el patron y utilizar el resultado para

calcular la integral.

a) J‘Z)c(x2 + 1)*dx b) j3x2\3x3 + 1ldx ¢) jsec%(lanx + 3) dx

Las siguientes tres integrales son similares a las primeras tres. Mostrar como se puede

multiplicar y dividir por una constante para calcular estas integrales.

d) J.x(xz-k])“dx e) J.xz\fxs‘-kldx

i) J.Z sec’ x(tan x + 3) dx

TABLA DE FORMULAS DE DERIVACION d @ =0
dx
(ef) =cf
(fo)' =1g +af

i ny — n—1 i X} — o
& (x") = nx p= (e")
(f+a' =f+4¢ (f—g' = -4
(1)’ _af -y
g, g

Integrales directas
Integrales indirectas

Regla de sustitucidn para integrales indefinidas
Sea g una funcidn derivable ¥ suponga que F es una antiderivada de 2 Entonces,

ff{..t:{x)ia”ix} dx = F(g(x)) + C
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EJEMPLO | Reconocimiento del patrén de f(g(x))g'(x)

.|
Determinarj(x2 + 1)%(2x) dx.

Solucién Tomando g(x) = x> + 1, se obtiene

g'(x) = 2x

flegx) = fx2 + 1) = (x2 + 1)~

A partir de esto, se puede reconocer que el integrando sigue el patrén f(g(x))g’ (x). Utilizando
la regla de la potencia para la integracion y el teorema 4.13, es posible escribir

flelx)) g(x)

o

——

ﬁxz + 1)2(2x) dx = % 62+ 17 + C.

Es fdcil comprobar, mediante la regla de la cadena, que la derivada de 3(x*> + 1)* + Ces,
en efecto, el integrando de la integral original.
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E!EMPLO 3 Multiplicar y dividir por una constante
Determinar Jx[xz + 1) dx.

Solucion  Esto es similar a la integral dada en el ejemplo 1, salvo porque al integrando le
falta un factor 2. Al reconocer que 2x es la derivada de x* + 1, se toma g(x) = x* + 1 y se
incluye el término 2x de la manera siguiente.

Jx(xi + 1}2 dx = J(_xﬁ + 1)2 (l)(zx:} dx Multiplicar y dividir entre 2.

flg ,[1}1 L;{U

— J(t 14 1}2 ) Regla del miltiplo constante.
2 3
x2+1) }
= — |+ C Integrar.
2[ 3
L2 3 imolifi
= E(x +1P +C Simplificar.

En la prictica, la mayoria de la gente no escribiria tantos pasos como los que se muestran
en el ejemplo 3. Por ejemplo, podria calcularse la integral escribiendo simplemente

jx(xg + 1)2dx %J(xz + 1)? 2x dx

G P

é(x2 + 1P+ C

Cambio de variables

Con un cambio de variables formal se puede reescribir por completo la integral en términos
de u y du (o cualquier otra variable conveniente). Aunque este procedimiento puede implicar
mas pasos escritos que el reconocimiento de patrones ilustrado en los ejemplos 1 a 3, resulta
util para integrandos complicados. La técnica del cambio de variable utiliza la notacion de
Leibniz para la diferencial. Esto es, si u = g(x), entonces du = g'(x) dx, y la integral en el
teorema 4.13 toma la forma

If(Sfx)}g’(x) dx = jf{u] du = F(u) + C.
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EJEMPLO 4 Cambio de variable

Encontrar j V2x — 1dx.

Solucion Primero, sea u la funcién interior, 1 = 2x — 1. Calcul_ar después la dif
du de manera que du = 2 dx. Ahora, utilizando 2x — 1 = Ju y dx = du/2,
para obtener

—_— — {du
jJZ.I —ldx = j\fh' (?) Integrar en términos de w.

1 1/2 .

= E u''= du Regla del maltiplo constante.
1/u3?

= E(?ﬁ) +C Antiderivada en términos de u.
|

= ; w2 + C Simplificar.
I oo N |

= ; [21 — 1]' -+ C. Antiderivada en términos de x.

E!EMPLO 5 Cambio de variables

Encontrar j x/2x — 1dx.

Solucion  Como en el ejemplo previo, considerar que u = 2x — 1 para obten
du/2. Como el integrando contiene un factor de x, se tiene que despejar x en térn
i, cOmo se muestra.

u=72x-—1 > x= (u =+ 1);’2 Resolver para x en términos de .

Después de esto, utilizando la sustitucion, se obtiene

— u+ 1 ‘du

— = /2| =
j.x\flt 1 dx j( > )u (2)
= ij(u”f + u'?) du

1 '“5,-"'2 H3,-'r2)
=—|l=+ 7=+
4(5,@ 32) T €

_
10

i 1 .
(2x — 177 + E(Ex — 1’2 + C




éf%lllilcﬂ GUIA DE APOYO Y PREPARACION fArsignatura : calculo int

an-

3x.

Taller 2
E!EMPLO 4 Cambio de variables

Determinar js&:n2 3x cos 3x dx.

Solucion

du = (cos 3x)(3) dx.

Debido a que sen® 3x = (sen 3x)*, podemos tomar u = sen 3x. Entonces

Luego, debido a que cos 3x dx es parte de la integral original, puede escribirse

d?u = cos 3x dx.

Sustituyendo u vy dit/3 en la integral original, se obtiene

jot

j sen? 3x cos 3x dx

La regla general de la potencia para integrales

Una de las sustituciones de # mas comunes incluye cantidades en el integrando que se
elevan a una potencia. Debido a la importancia de este tipo de sustitucion, se le da un
nombre especial: la regla general de la potencia para integrales. Una prueba de esta
regla sigue directamente de la regla (simple) de la potencia para la integracion, junto

con el teorema 4.13.

TEOREMA 414 LA REGLA GENERAL DE LA POTENCIA PARA INTEGRALES

Si g es una funcion derivable de x, entonces

[g(x)]"+!

n+ —1.
n+1

j o) () dv = ‘e

De manera equivalente, si u = g(x), entonces
ju" du =

un+]
n+1

+ C, n+ —1.

Co
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EJEMPLO 7 Sustitucion y regla general de la potencia
I

w? du /S
! N T .3” _ 1 S‘\
a) J3(3x — 1)dx = j(gx — 1)4(3) dx = % i C
u! du w2
F —— A p ; 1_2\
b) J[Zx + D) + x)dx = J(f + x)'(2x + 1) dx =¥ + C
u /2 du H':-':.:I."f[ .)”fg}

e - e . A

' (32 e — (= 2P 2
€) |32/ —2dx=|(F-2)2CBxY)dx=——F7—+C=Z(x—-2P2+C

3/2 3
w2 du wlf(—1)
—4x ' L1 — ) 1
d} _— = — N-2(— =4 (= — +
J[I—sz)fdx j[l 2x%) 2 (—4x) dx — C — C
u? du w3

e ——

' o ;
€) jcosg xsenxdx = —j(cosx)3(—senx] dy = _(cos x* +C

3 I

Regla de sustitucion para integrales definidas

Suponga que g tiene una derivada continua en [a, &), y sea fcontinua en el rango de
g Entonces

h by
[ fene = [ da
i

gla)

donde u = gix).
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Cambio de variable para integrales definidas

Cuando se usa la sustitucion de u en una integral definida, muchas veces es conveniente
determinar los limites de integracién para la variable u en vez de convertir la antiderivada
o primitiva de nuevo a la variable x v calcularla en los limites originales. Este cambio de
variable se establece explicitamente en el siguiente teorema. LLa demostracién sigue del
teorema 4.13 en combinacion con el teorema fundamental del calculo.

TEOREMA 4.15 CAMBIO DE VARIABLE PARA INTEGRALES DEFINIDAS

Si la funcidn 4 = g(x) tiene una derivada continua en el intervalo cerrado [a. b] v f
es continua en el recorrido o rango de g, entonces

elb)

]
j fle(x))g’(x) dx = j Flu) du.

gla)

EJEMPLO 8 Cambio de variables
I

1
Calcula.rf ax? + 107 dx.
o

Solucion Para calcular esta integral. sea u = x4+ 1. Después,
u— x2 + 1 —= du — 2x dx.

Antes de sustituir, determinar los nuevos limites superior e inferior de integracién.

Limirte inferior Limite superior

Cuandox = 0, u = 02 + 1 = 1. Cuandox = 1, u = 12 + 1 = 2.

Ahora, es posible sustituir para obtener

1 1 - .
1
j xlx? + 1) dx = 5 (x2 + 1)3(217) ax Limites de integracidén para x.
o PR -

=%Liu3du

71[u:]3 S
20 4 |
1 1

—5(4—2)
1

5

Limites de integracién para wu.

—

8

Intentar reescribir la antiderivada o primitiva (w*/4) en términos de la variable x ¥ calcular
la integral definida en los limites originales de integracion., como se muestra.

N

(o]
1 1 15
2(4 4) T8

MNotar que se obtiene el mismo resultado. ——

Correo : Luisocastillo260@gmail.com Péagina : https://luiscastillo-260.jimdo.com/ Péagina 7 de 10 ‘




</ # lyisrca GUIA DE APOYO Y PREPARACION Asignatura : calculo int
Taller 2

A K P=Y ejercicios-resueltos-de-integral-1-ntegrales-directas.pdf - PDF Architect 4 H - 0O x
WER | CREAR CONVERTIR EDITAR INSERTAR REVISAR FORMULARIO PROTEGERY FIRMAR OCR AYUDA MODULOSY PAQUETES  ACTIVAR
O v - Pagina continua !—\:I [l—l I"_—l
O Ver = g B0
Q | = I =] S B " B Y =
A seleccionar " [@ pos caras " - 5 - . . .
Aumentar Reducir  Navegacién Una Pantalla  Vista Vista Izquierda Derecha  Instantinea  Opeiones Miltiples Una  MNuevas funciones disponibles.
# Editar cara Dos caras continuas ~ completa  ladoa  de pagina {Obténgalos ahora!
lado
Modos Zoom M Vista de documento M - Girar Herramientas Documentos ~
: #  ejercicios-resueltos-de-int.. <
Registros e

f(31+4)6dx*1f3(3x+4)6dr* ljuﬁdu* L +C= 1 u' +C= 1 (3x + 4)7
No hay articulos para mostrar E] K] T3 6+1 21 T 21
u=3x+4
du = 3dx

S+

1 1 1 1 1
2 _pys — z _p)s = | WS du = —- S — (ax® — )6
f(ax b)® x dx Zaf(ﬂx B)® 2ax dx Zafu du %2 T¥T +C TFa +C o (ax’ B+

u=ax’—-b
du = 2ax dx

1 1 1 w2t u? (t3 —4)*
243 )2t == 23 )2 dt == 2y = m e A = —+ [ = ——— }
fr (t )2 dt 3f3z (t )2 dt 3fu du 1377 c c 5 c

(=] ejerdcios-resueltos-de-integral-14ntegrales-directas.pdf - PDF Architect 4 H - 0O x

VER | CREAR CONVERTIR EDITAR INSERTAR REVISAR FORMULARIO PROTEGERY FIRMAR OCR  AYUDA MODULOSY PAQUETES  ACTIVAR

e & Q5] @B 5P (B W W [ oo B

Aumentar Reducir  Navegacién — Una Pantalla Vista Vista Izquierda Derecha Instantanea Opciones Mltiples Una Muevas funciones dispanibles.
E Editar €ara Dos caras continuas completa Ladoa de pagina tara {Obténgalos ahora!
lado
Modos Zoom T Vista de documento T 7 Girar Herramientas Documentos ~
. A ejercicios-resueltos-de-int... * <
Registros L
SIEN
L :
==  No hay articulos para mostrar 203 2 1 2003 2 11, 1wt u? (t3 —4)? @
(e - dt == | (P - dt =< | Wdu =g ——+C=—+(=——+C
& 3 3 3241 9 9 é)
u=t3—4 [:2)
du = 3tdt

byt dy — 1 DYt dy = 1 gy = 1wttt oo us co (a—by)5 c
f(a y)tdy = bj (@=byybdy=-3 futdu=—pomg+ (=t (= o5+
u=a-—hy
du = —bdy

Este documento forma parte del Curso Gratuito de Cdlculo Diferencial e Integral de http.//CursoDeCalculo. Wordpress.com  inscribete gratis ahora
mismo y compdrtele con tus amigos de Facebook!

Correo : Luisocastillo260@gmail.com Péagina : https://luiscastillo-260.jimdo.com/




é“%luitcn GUIA DE APOYO Y PREPARACION fArsignatura : calculo int

1. j ZX dx
X +1

J 2X dx:lj 22X dx
X +1 2J) x°+1
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Sol: ;Ln(x2 +1)+k

:{j; dx=Lnf+k}:;Ln(x2+1)+k

" dx 1J’ 3
== -dx
J3x-7 3)3x-7

Sol: —LLn \1— x\+k

[ dx :_Il_l -dx={J :c'dx:Lnf+k}:—Ln1—x+k

Sol: ;L3x—7+k

:{I fldx:Lnf+k}:1Ln3x—7+k
f 3
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EJEMPLO 2 Evaliie | v2x + 1 dx.

SOLUCION | Seaw = 2x + 1. Entonces du = 2 dx, de modo que dx = du/2. De esta forma,
la regla de sustitucion da

N |

J V2x + ]d,r:J VG?H=%J u'? du
l . uj"l.l + C‘ — ]“5."2 4 C
2 32 !

=12x+ 1?2+ C

SOLUCION 2 Otra sustitucion posible es u = /2x + 1. Entonces

dx
= —_— = p—
lu Pr il de suerte que dy=2x + 1 du = udu

W L

(O bien, observe que u’ = 2x + 1. de suerte que 2u du = 2 dx.) En consecuencia,

‘V21+1dx= w-udu = | u’du
[ )

3
=“T +C=tax+ 1P+ C

EJEMPLO 5 Calcule | /T + x2x*dx.

SOLUCION Una sustitucion aceptable es mds obvia si factoriza x” como x* - x. Sea

u = 1 + x°. Entonces du = 2x dx, de modo que xdx = du/2. También, x> = u — 1. de
modo que x* = (u — 1)*

J‘ V1 +Hxixide = 1 W1+ xixt-xdx

v

[ Vi (u— 1)?%;{]‘4’;(& — 2u + 1) du

"

% ‘ (uf\."E _ Zuf’-."i 4 “]."Ejdu

2 2 ) 2 1
(_?H"z — 2.z + gui“'} + C

o] —

1+ )2 =31+ PP+ 51+ X+ C [
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